COURS D’ETUDES SCIENTIFIQUES

AU BACCALAUREAT ES SCIENCE ET AUX ECOLES DU GOUVERNEMENT

GEOMETRIE

PAR

J. DUFAILLY

PROFESSEUR AU COLLEGE STANISLAS

SIN{EME EDITION

PARIS
LIBRATIRIE CH. DELAGRAVE

13, RUE SOUFFLOT, 15

1884



Tout exemplaire de cei ouvrage non revétu de ma
griffe sera réputé contrefait.




ELEMENTS DE GEOMETRIE

PREMIERE PARTIE
FIGURES PLANES

LIVRE PREMIER

LA LIGNE DROITE

DEFINITIONS

1. On nomme volume toute portion limitée de 'espace. Use
qui sépare un volume de l'espace environnant est une surface.
Lorsque deux surfaces se rencontrent, leur partie commune
est une ligne. Lorsque deux lignes se rencontrent, leur partie
commune est un point.

Les volumes, surfaces et lignes portent le nom de figures.

2. La géométrie a pour but I'étude des propriétés des figures
et la mesure de leur étendue.

3. On dit que deux figures sont égales lorsqu’en les appli-
quant 'une sur 'autre, on peut les faire coincider dans toute
leur étendue.

4. On nomme ligne droite le plus court chemin d’un point
3 nn autre. Une ligne formée de plusieurs lignes droites est
dite brisée. Une ligne qui n’est ni droite, ni brisée, est ure
ligne courbe.
&
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Nous regarderons comme une vérité évidente que d’un point
a un auire on ne peut mener quune seule ligne droite, de
telle sorte que deux lignes droites ayant deux points commurs
coincident dans toute leur étendue,

5. On nomme surface plane ou plan, toute surface sur
laquelle étant pris deux points A volonté, la ligne droite qui
joint ces deux points est tout entitre coutenue dans la
surface,

Une surface qui n’est ni plane, ni composée de surfaces
planes est une surface courbe.

Une figure plane est celle dont tous les points sont contenus
dans un méme plan.

6. Un angle est la figure formée par deux droites qui se
rencontrent. Le point de rencontre se nomme
le sommet de I'angle ; les deux droites en sont
les cdtés. Ainsi les deux droites AB, AG
forment un angle ayant son sommet en A,

Un angle se désigne par la lettre du som-
met ou par trois letires, en ayant soin alors
de placer la leltre du sommet au milieu. Ainsi
on dira I'angle A ou encore l'angle BAC. Cette derniere déno-
mination doit étre nécessairement employée s'il existe deux
on plusieurs angles ayant leur sommet au point A.

La grandeur d’'un angle ne dépend nullement de la longueur
ae ses cOtés que l'on doit supposer prolongés indéfiniment,
mais bien de leur écartement.

Lorsque deux angles ont un sommet
commun et un ¢4t commun intermé-
diaire, on dit qu'ils sont adjacents. Tels
5 B sont les angles ABC, CBD.

7. Une ligne droite AB est perpendiculaire & une autre
droite CD lorsqu'elle fait avec celle-ci deux angles adjacents
ABC, ABD égaux entre eux. Ces angles
se nomment angles droits.

Lorsqu’une droite qui en rencontre une

! autre, forme avec elle deux angles adja-
¢ 3 > ¢ents inégaux, on dit gu’elle est obligue &
cette autre,

A

< D

A
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8. Un angle moindre qu'un angle droit est un angle aigu ;
un angle plus grand qu’un angle droit est un angle obfus.

Deux angles sont dits complémentaires lorsque leur somme
vaut un angle droit, et supplémentaires lorsque leur somme
vaut deux angles droils.

9. On nomme paralléles deux droites qui, situdes dans le
méne plan, ne peuvent se reucontrer quelque loin qu’on les
prolonge.

10. Une figure plane limitée de toutes parts par des lignes
droites est un polygone ; 'enscmble de ces lignes est le con-
tour ou périmétre du polygone.

11. Un triangle est un polygone de trois ¢ités. On distingue
parmi les triangles : le triangle cquilatéral qui a ses trois cotés
égaux ; le triangle isocéle dont deux c6tés seulement sont
égaux ; le triangle rectangle qui a un angle droit. Dans ce
dernier triangle, le coté opposé a l'angle droit se nomme Jiypo-
ténuse.

On nomme base d’un triangle I'un quelconque de ses trois
cotés. — Dans un triangle isoctle, on prend ordinairement
pour base, le cOté qui n’est pas égal & I'un des deux autres.

12. Un quadrilatére est un polygone de quatre c¢otés. Parmi
les quadrilatéres, on distingue :
Le carré qui a ses quatre cOlés égaux et ses angles droits ;

Le rectangle, qui a ses angles droits sans avoir ses cotés
6gaux ;

Le paraliélogramme, dont les cOtés opposés sont pa-
ralleles ;

Le losange, qui a ses cOtés égaux sans avoir ses angles
droits ;

Le trapése, dont deux cétés seulement sont paralléles.

13. Le polygone de cing cdtés se nomme peniagone ; celui
de six, hexagone, etc.

14. On nomme diagonale d’un polygone la ligne droite qui
joint les sommets de deux angles de ce polygone non-adjacen!s
au méme coté,

15. Lorsqu’en prolongeant indéfiniment l'une quelconque



1 ELEMENTS DE GEOMETRIE.

des urortes qui limitent un polygone, ce polygone est tout en-
tier d’un méme coté de la ligne prolongée, on le nomme poly-
gone conveze,

16. On nomme

Aziome, une vérité évidente par elle-méme ;
Théoréme, une vérité qui a besoin d’étre démontrée ;
Corollaire, une conséquence d*un théoréme.

L’énoncé d'un théoreme contient deux parties : une hypo-
these ou supposition et une conclusion qu’on en tire. En ren-
versant I'énoncé d’'un théoreme de maniére & prendre la con-
clusion pour hypoth&se et I'hypothése pour conclusion, on
forme l'énoncé du théoréme réciproque du premier, Ce théo-
réme réciproque n'est pas nécessairement vrai.

On désigne sous le nom commun de propositions les théo-
rémes et aussi les problémes, c'est-a-direles questions proposées
qu'il faut résoudre.

ANGLES ET TRIANGLES

THEOREME 1.

17. D'un point O pris sur une droite AB, on peut élever
une perpendiculaire sur celte droite, et on wen peut élever
qu'une.

Menons par le point O une droite OG quelconque faisant avec
AB deux angles inégaux, et soit AOC

b le plus petit de ces deux angles. Si nous

NG faisons tourner la droite OC autour du
. point O jusqu'a ce qu’elle vienne s’appli-
. > quer sur OB, il arrivera un moment ou

Iangle AOG sera devenu plus grand que
Pangle COB. Donc il existe une position OD de la droite dans
laquelle elle fait avec AB deux angles égaux et il est clair
d’ailleurs qu’il n’en existe qu'une.

18. Corollaire. — Tous les angles droiis sont égauz.
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Soient la droite CD perpendiculaire sur AB et la droite GH
perpendiculaire sur EF : je
dis que l'angle droit FGH
est égal a l'angle droit BCD.
f En effet, appliquons EF
sur AB de telle sorte que le
point G tombe en C : comme
on ne peut élever en un point d'une droite qu’une seule per-
pendiculaire sur cette droite, GH prendra la direction CD et les
angles FGH, BCD coincideront.

D :}

A [ 8 E G r

THEOREME II.

19. Lorsqu’une ligne droite CO en rencontre une autre AB,
elle forme avec celle-ci deux angles adjacents COA, COB sup-
plémentaires, c'est-d-dire dont la somme est égale & deux
angles droits.

Elevons la perpendiculuire OD sur AB. L'angle BOG,

b vaut un angle droit, plus l'angle DOG;
donc les angles BOC, COA valent en-

4 .
\ semble un angle droit, plus la somme
des angles DOG, COA. Or, cette derniére
s v B somme estégale 4 I'angledroit DOA, donc

enfin la somme des angles BOC, COA est égale & deux angles
droits.

20. Corollaire I. — Lorsque l'un des angles formés par
la droite OC avec AB est droit, 1'autre angle est également
droit,

21. Coroilaire II. — La somme des
angles formés d’un méme coté d’une droite

b . .
\\p AB par plusieurs droites issues du méme
A G

» point C estégale & deux angles droits En effet,
I'angle DCB, somme des angles DCE, ECF,
FCB est le supplément de 'angle ACD.

X
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THEOREMR 111,

22. Lorsque deuz angles adjacents ABG, CBD sont supplé-
mentaires, leurs cdlés extérieurs AB, BD sont en ligne drotte.

En effet, I’angle formé par la droite BC avec le prolongement
(] de AB doit étre le supplément de I'angle
/ ADG (19) donc ce prolongement n’est autre

que la droite BD.

A [ b

THEOREME IV,

23. Lorsque deux lignes droites AB, CD se coupent, les
angles opposes par le sommet sont égauz.

in effet, 'angle AEC a pour supplément I'angle CEB (19),
et l'angle BED a pour supplément le méme
angle CEB : donc les angles CEA, BED sont
égaux enire eux.

On démontrerait de méme 1'égalité des
angles CEB, AED,

24. Corollaire. — Si I'un des angles AEC formé par les
droites qui se coupent est un angle droit, les trois autres sont
¢galement droits et par suite chacune des droites est perpendi-
culaire sur 'autre,

25. Remarque. — La somme des guatre angles formés
autour du point E est égale & quatre angles droits.

En général, si l'on considére autant de droites que l'on veut
partant d'un méme point E, la somme des angles qu’elles
forment entre-elles est égale & quatre angles droits, car :lle
vaut évidemment la somme des angles que 1’on peat former er:
menant par le point E deux droites qui se coupent.

<
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TIEOREME V.

26. Lorsiue deux droitcs EB, EA font avec une droite CD
de part et d'aultre de cette droite deux angles BED, CEA égauz
entre eux et non adjacents, ces deux droites sont sur le prolon-
gement Uune de I'aulre.

En effet, le prolongement de la droite EB
doit faire avec CE un angle égal & l'angle
BED (23) : ce prclongement n’est donc autre

P° que la droite EA.

THEOREME VI.

27. Dans tout triangle un cdté quelconque est moindre que
la sommme des deux autres,

En effet, le plus court chemin de A en C est la ligne droite
B AC. On a donec AC< AB 4 BC.

28. Corollaire. — Si lon retranche BC

> de chacun des decux membres de l'inégalité

qui précéde, on trouve AC— BC<AB, donc

dans tout triangle un c6té quelconque est plus grand que la
différence des deuz aulres.

A

THEOREME VII.

29. Si d’un point D prisdans Uintérieur d'un triangle ABC,
on méne des droites DB, DG auz extrémités d’un coté BG, la
somne de ces droites est moindre que la somme des deux auires
cdizs AB, AC du triangle.

A Prolongeons BD jusqu'a sa ren-
contre en E avec le cdté AG * nous
) aurons dans le triangle DCE :

DG < DE + EG,
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et dans le triangle BAE.

BE ou BD - DE < BA -+ AE.

Ajoutant membre 4 membre ces deux inégalités et supprimant
ensuite le terme DE commun aux deux membres du résultat,
il vient:

BD 4 DC < BA - AE }- EC,
ou

BD + DC < BA + AC.

THEOREME VIII.

30. Deux triangles sont égauz lorsqu’ils ont un angle égal
compris entre deux c6tés égauz chacun & chacun.

Soient les deux triangles ABC, DEF dans

A lesquels on a l'angle A égal 4 l'angle D, le
/ > coté AB =DEet le c6té AC=DF : je dis que
) ¢ ces triangles sont ¢gaux.

b Portons le {riangle DEF sur ABC et placons

/ \ DE sur AB de telle sorte que le point D tombe

< en A etle point E en B. L’angle D étant égal 4

I'angle A, le c6té DI prendra la direction du

cdté AC, et comme il lui est égal, le point F tombera en C. Le

coté EF s'appliquera done sur BC, et les triangles, coincidant
dans toute leur étendue sont égaux.

THEOREME IX.

31. Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont un coté égal
adjacent & deux angles égaux chacun d chacun.

Soient les deux triangles ABC, DEF dans lesquels on a le
cté BG égal au c6té EF, l'angle B égal A1'angle Eet I'angle C
égal & I'angle F : je dis que ces triangles sont égaux.

Portons le triangle DEF sur ABC et plagons EF sur BG, de
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telle sorte que le point E tombe en B et le point ¥ en C.
A L’angle E étant égal A Vangle B, le c6ts ED
/ : prendra la direction de BA et le point D viendra
; ., 5€ placer quelque part sur BA. D’un autre coté,
ce méme point D devra aussi se placer quelque

part sur CA, car I'angle I étant égal 4 'angle C,

le cOt¢ FD prendra la direction de CA. Donc

k ¥ enfln le point D tombera au point A de rencontre

des droites BA, CA et les deux triangles coincidant dans toute
leur étendue sont égaux.

THEOREHE X.

32. Lorsque deux triangles ont deux cotés égaux chacun &
chacun et que langle compris entre les deux cotés du premier
est plus grand que Pangle compris entre les deux cotés du
second, le troisiéme cdté du premier triangle est plus grand
que le troisiéme coté du second. ‘

Soient les deux triangles ABG, A’'B’C’ dans lesquels on a le
cote AB=A’B’, le c¢ité AC
A ¥ — A’C’ et l'angle BAG plus
grand que I'angle B’A’C’ : je dis
gue le cote BG est plus grand
que le coté B'C/.
B Menons la droite AC” faisant
avec AB l'angle BAC” égal A
¢ « I'angle A’, prenons AC” = A'C’
et joignons BG”. Les triangles
BAC”, B’A’(Y sont égaux comme ayant un angle égal compris
entre deux cOtés égaux (30) : on a donc BC” = B'CY, et par
suite, il suffit de démontrer que BG est plus grand que BC”.
Pour cela, partageons I’angle G”AC en deux parties €gales au
moyen de la droite AD et joignons DC”. Les triangles ADG,
ADC” ont un angle égal compris entre deux cdtés égaux, donc
ils sont égaux et G’D = CD. Mais on a dans le triangle BDC”,
BD -4 DC” > BG” (27) : remplacant DG par son égal DG, it
vient BG > BC” et le théordme est démontre.
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33. Réciproquement, lorsque deux irianglss onl deur
cOtés égaux chacun a chacun, et les troisiémes cotés inégaur,
les angles opposés & ces cdiés sont inégaux et le plus grand est
Uangle opposé au plus grand coté.

En effet, les cOtés AB, AC étant supposés respectivement
égaux aux cdtés A’'B’, A’'CY et le ¢4té BG étant plus grand que
B'C(’, I'angle A ne saurait étre égal & Pangle A’, car on aurait
alors BG= B'C¢/ (30). L’angle A ne saurait non plus étre
moindre que A’, car alors, d’'aprés la proposition directe, (32),
on aurait BG < B'C/. Donc enfin I'angle A est plus grand que
I'angle A’.

THEOREME XI.

34. Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont les trois cotés
égaux chacun @ chacun.

Soient les triangles ABC, DEI" dans lesquels on a AB=DE,
» AC=DF, BCG = EF : je dis que ces triangles

2 sont égaux.
A En effet, I'angle A estégal 4 I'angle D, carles
B

¢ cOtés qui comprennent ces angles étant égaux,

b si l'angle A était différent de l'angle D, les
i : cOtés BC, EF seraient inégaux (32), ce qui est
< \ contre ’hypothése. On reconnaitrait de méme

que l'angle B est égal a I'angle E, et I'angle C
4 'angle F. Les triangles ABC, DEF sont donc égaux.

35. Remarque. — Dans deux triangles égaux, les angles
égaux sont opposés aux cités égaux.

THEOREME XII

88. Dans un triangle isocele, les angles opposés auz cdtés

. égaux sont égauz.

Soit le triangle ABC dans lequel le cdté
AB=AC :1il s'agit de démontrer que l'angle B
est égal 2 'angle G.

g L ¢ Joignons le sommet A au milien D de la base
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BC ° les deux triangles ABD, ADC ont les trois c6iés dgaux
cnacun & chacun: AD commun, AB = AC par hypothése et
BD=DQC par construction. Donc ils sont égaux et les angles B
et G opposés au cOté AD sont égaux. -

37. Corollaire I. - De ['égalité des triangles ABD, DAG,
on déduit que l'angle BAD — l'angle DAG et aussi que les
angles BDA, CDA sont égaux. Donc la ligne qui joint le
sommet d'un triangle isocéle aw miliew de la base, divise
Tangle du sommet en deux parties égales et est perpendiculaire
sur la base.

38. Corollaire IX. — Un triangle équilatéral est équiangle,
c’est-a-dire a les trois angles égau.

En effet, les angles d'un tel triangle sont deux & deux
opposés 4 des cltés égaux.

THEOREME XIII.

89. Lorsque deux angles d’un triangle sont égauz, les cotés
opposés & ces angles sont égaux et le triangle est isocéle.

Soit le triangle BAC danslequel on a 'angle B=1"angle C :
je dis que le coté AB = AC.

A A Tracons la droite G’B’= BGC; faisons

en C/T'angle B’C’A’ = l'angle G, et en

B’ l'angle C'B’A’ — l'angle B. Les

deux triangles ABG, A'C/B’ seront

égaux comme ayant un cdté égal adja-

8 ¢ ¢ s cent 3 deux angles égaux chacun i

cnacun, et le cdté B’A’ opposé & 1'angle

C’ scra égal au cdté BA opposé & I'angle C. Mais si 'on porte

le triangle B’A’C’ sur BAC en placant le c6té B’C’ sur BC, de

telle sorte que le point C’ tombe en B et le point B’ en C, les

deux figures coincideront puisque l'angle C’ égal 4 Vangle C

est aussi égal & 'angle B et que I'angle B’ égs! 4 I'angle B est

aussi €gol 3 l'angle G : par suite le c6té B’A’ est égal au cité

AC. Donc enfin les deux cotés AB, AG, tous deux égaux au

¢ilé A’B’ sont égaux entre eux etle triangle ABC est isocele.
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40. Corollaire. — Un triangle équiangle est en méme
temps équilatéral,

THEOREWE XIV,

41. De deux cOtés d'un triangle opposés & deux angles iné-

gaus, le plus grand est celui qui est opposs au plus grand
angle.

Soit dansletriangle ABC I'angle A plus grand que 'angle C:
je dis que le cdté BC est plus grand que le
coté AB,

Menons la droite DA qui forme l’angle DAC

égal & T'angle G : le triangle ADC est isoctle (39)

et 'on a AD = DC. Mais dans le triangle ABD,

® le cité AB est moindre que AD + DB ; rem-

placant AD par son égal DG, il vient AB <C BD + DC ou enfin

AB < BC.

42. Réciproquement, Si dans un triangle ABC, onale
cdté BG plus grand que AB, langle BAG opposé ¢ BG est plus
grand que U'angle G opposé & AB.

Eu effet, siles angles BAC et C étaient égaux, les cités AB,
BC le seraient également ce qui est contre I'hypothése. De
méme si 'angle BAG était moindre que Yangle G, d’aprds la
proposition directe, le c6té BG serait moindre que AB, ce qui
est encore contre I'hypothése. Donc I'angle BAC est plus
grand que l'angle G.

A

PERPENDICULAIRES ET OBLIQUES.

THEOREKEE XV,

43. Dun point O prisen dehors d'une droite AB, on peut
mener unz perpendiculaire sur cetie droite, et on n'en peut
mener quune.
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¢ Menons une droite quelconque OD partant du pont O et
rencontrant AB, faisons!’angle GD(Y=CDO,
prenons DO’=DO et joignons O0’, Les deux

/ triangles ODG, O'DC ont un angle égal com-
oD ¢___» Drisentre deux cOtés égaux chacun 4 chacun,

\ donc ils sont égaux (30) et les angles OCD,

O’CD opposés aux cotés égaux, OD, O’D son:
égaux. La droite AB formant avec Q0’ deux
angles adjacents égaux est donc perpendicu-
laire sur OO0’ et réciproquement OO’ est perpendiculaire
sur AB.

2° Soit OG perpendiculaire sur AB : menons du point O une

o

o autre droite OD rencontrant AB, prolon-

geons OC d’une longueur CO’'= OC et joi-

/ gnons O'D. Les deux triangles DOG, DO’C ont
A_D ¢ ____8 unangle égal compris entre déux ctés & égaux,

chacun & chacun, donc ils jént égaux (30) et

les angles ODCG, O’'DC gpposés aux cotés

égaux OC, O'G sont égaux. Il en résulte
qu'ils ne sauraient étre dea angles droits, car
autrement leurs cotés DO, DO’ seraient/en ligne droite et il
existerait deux droites entre l€s” points (O et (. Denc toute
ligne OD partant du point O et auue/que OC est oblique sur
la droite AB.

o

THEOREME XVI.

44. Si d'un point pris hors d’une droite on abaisse sur cetle
droite une perpendiculaire et différentes obliques :

i° La perpendiculaire est plus courte que toute oblique ;

2° Deux obliques qui s’écartent égalemeni du pied de la per-
pendiculaire sont égales ;

30 De deuz obliques qui s’écartent inégalement du pied de
la perpendiculaire, celle qui sS'en écarie le plus est la plus
grande.

1> Soient les deux droites AB, AG, la premiére perpendicu-
laire, la seconde oblique sur la droite EF : je dis que AR est
plus courte que AC.
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Prolongeons AB d’une longueur BD = AB et joignons CD.
Les deux triangles ABC, BDG sont égaux

i .
/\ comme ayant un angle égal compris entre

deux col¢s égaux chacun a chacun, savoir :
l—c\]u 7 les angles ABC, DBC égaux comme droits,

le ¢6té¢ CB commun et le c6té AB=BD par
construction : Donc le ¢6té AC= DC.

o Or, dans le triangle ACD, on a AD < AC
< CD, donc AB moitié de AD est moindre que AG moiti¢ de
AC + CD.

2° Soient les deux obliques AG, AG qui s’écartent également
A du pied de la perpendiculaire AB, c’est-a-

dire menées de telle sorte que 1’on ait
BC = BG : je dis que ces deux lignes sont
égales.

L¢P S F gn effet, les deux triangles ABC, ABG
sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux
cOtés égaux chacun & chacun (30) ; donc le coté AC opposé &
Paugle droit ABC est égal au c6té AG opposé 4 l'angle droit
ABG.
3° Soient les deux obliques AC, AG et la perpendiculaire AB;
supposons la distance BC plus grande
que BG : l'oblique AG sera plus
grande que 'oblique AG.
» \¢ ¢ Prenons BH = BG, joignons AH ;

A
< ; prolongeons ABd’unelongueur BD =

AB : joignons HD, CD. Les droites
11D, CD sont respectivement égales
aux droites AH, AG, comme obliques
s'écartant également du pied d'une droite CB perpendiculaire sur
AD. Or AIl 4- HD est moindre que AC -+ CD (29), donc AH
moitié de AH-HD est moindre que AC moitié de AC|CD.

Mais AH = AG puisque l'on a pris BH = BG (2°), donc enfin
I'eblique AG est moindre que I'oblique AG.

45. Remarque. — Les réciproques des différentes parties
du théoréme sont vraies.

46. Corollaire I.— On mesure la distance d'un point 4 une
droite par la perpendiculaire abaissée du point sur la droite
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puisque cetle perpendiculaire est la plus courte lignu qu'on
puisse mener du point a la droite.

47. Corollaire II. — D'un point pris hors d’une droite, on
pe peut mener a cette ligne que deux droites égales, car une
troisieme droite partant du méme point serait ou plus rappro-
chée ou plus ¢éloignée que les deux premieres du pied de la per-
pendiculaire abaissée du point sur la droite.

THEOREME XVII,

48, Si d'un point C miliew d'une droite AB on éléve une
perpendiculaire DE sur cetie droile : 1° tout point de la per-
pendiculaire est également distant des extrémités A et Bde la
droite ; 2° tout point situé hors de la perpendiculaire est iné-
galement distant des exirémités A et B.

1° Joignons un point D quelconque de la perpendiculaire DE
aux points A et B : les deux obliques DA,
DB s’écartent également du pied C de la per-
pendiculaire, donc elles sont égales et le
point D est également distant des points A
4 § v et B.
20 Soit F un point pris hors de la perpen-
F diculaive DE, joignons FA, FB; la droite FA
rencontre la perpendiculaire en un point E et
si ’on méne ER, on a EB = EA. Or, dans le triangle EFB,
on a FB << EF +4 EB, donc en remplacant EB par son égal EA
il vient FB < FA. Le point F est donc inégalement distant des
points A et B.

49. Remarque. — On nomme lieu géométriqgue une ligne
dont tous les points jouissent d'une propriété qui leur est com-
mune, & 'exclusion de tous les autres points du plan. Le théo-
réme qui précéde peut donc étre énoncé ainsi : Le liew géomd-
irique des points également distants de deux poinits donnés A
et B est la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite
gui joint ces deux points.

B2
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THEOREME XVIII,

50. Deux triangles rectangles sont €gauz lorsqu’ils onv
Uhypoténuse égale et un coié de Uangle droit égal.

Soient les deux triangles ABC, DEF rectangles en B et en
4 E et dans lesquels on suppose I'hypoténuse

AC=DF et le cit¢ AB—=DE: je dis que ces
deux triangles sont égaux.
- . Portons le tiiangle DEF sur ABC et pla-

o ¢ons le coté DE sur son égal AB de telle
sorte que le point D tombe en A et le point
E en B- lecété EF perpendiculaire sur DE
E v prendra la direction de la droite BC perpen-
diculaire sur AB et le point F tombera en C, car les droites
égales DF, AC sontdes obliques par rapport & AB et par suite
s'écartent également du pied B de cette droite Les deux trian-
gles, coincidant dans toute leur étendue, sont donc égaux.

THEOREME XIX.

B1. Deux iriangles rectangles sont égaux lorsqu’ils ont I'hy-
polénuse égale et un angle aigu €gal.

Soient les deux triangles ABC, DEF rectanglesen B eten
A E, et dans lesquels I’hypoténuse AG=DF
\/ et'angle aigun C=I'angle aigu F: je dis que

: ces deux triangles sont égaux. Portons le
B ¢ triangle DEF sur le triangle ABG et plagons
o hypoténuse DF sur son égale AC de telle
sorte que le point D tombe en A et le point F
en C. A cause de 1'égalité des angles en F et

E F G, le cité FE prendra la direction GB et
comme d'un point on ne peut abaisser qu'une perpendiculaire
sur une droite (43), la droite DE s’appliquera sur AB. Les deux
triangles, coincidant dans toute leur étendue, sont donc ég- ax,
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THEOREME XX,

52. La bissectrice d'un angle, c’est-da-dire la droite qui di-
vise cetangle en deux parties égales, est le liew géoméirique des
points également distants des coiés de "angle.

Soit la droite BO bissectrice de I'angle ABG, il s’agit de
démontrer que tout point D pris sur cetie
droite est également distant des cdtés AB,
BG, et que tout point G pris en dehors est
inégalement distant de ces mémes cOtés.

1° Abaissons sur les c6tés AB, BC les per-
pendiculaires DE, DF qui mesurent les dis-
tances du point D A ces cOtés (46). Les deux
triangles rectangles BED, BDF ont I'hypo-
ténuse BD commune et les angles aigus en B égaux, donc ils
sont égaux (51) et par suite DE = DF,

2° Abaissons les perpendicalaires GH, GK sur les cités de
r'angle ABC, du point L ot GH coupe la bissectrice, abais-
sons LM perpendiculaire sur BG et joignons GM. La ligne GK
perpendiculaire sur BC est plus courte que 'oblique GM : or
dans le triangle GLM, ona: GM < GL 4- LM ou GM < GH,
car LM = LH puisque le point L est situé sur la bissectrice.
On a donc a fortiori GK < GH.

53. Remarqgue. Si l'une des perpendiculaires abaissées du
0 point G, GH par exemple rencon-

S trait non le c¢6té AB lui-méme,

mais son prolongement, on aurait

B
TN
E la droite GK perpendiculaire sur
4 G
[

& . BG plus courte que I'oblique GE,
et & fortiori plus courte que GH.
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PARALLELES.

THEOREME XXI,

64. Deux droites AB, GD perpendiculaires sur une méme
droite EF sont paralléles.

¢ En effet, comme on ne peut abaisser
d’'un point qu’une seule perpendiculaire
sur la droite EF, les deux lignes AB,
¥ CD ne sauraient se rencontrer.

A

THEOREME XXII.

55. D'un point A pris hors d'une droite BG, on peul mener
une paralléle & cetle droite, mais on n’en peut mener qu'une
seule.

Abaissons du point A la perpendiculaire AD sur BG et me-

N ¢ Dons au point A la perpendiculaire AE

‘ sur AD. En vertu du théoréme précédent,
la droite AE est parallele & BC.

Nous admettrons comme évident qu'on

ne peut mener par unpoint qu'une seule paralléle & une droite.

56. Corollaire. Ktant données deux ou plusieurs droites
paralleles entre elles, toute ligne droite qui renccatre 1'une
d’elles, rencontrera les autres.

B b [

THEQREME XXIII,

57. Lorsque deux droites AB, CD sont paralldles, toute

droite EK perpendiculaire sur l'une est aussi perpendiculaire
sur Uoulre.
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Supposor:s EK perpendiculaire sur GD : elle rencontrera AB
en un certain point E en vertu du corol-

L 2 laire du théordme qui précéde. De plus
elle sera perpendiculaire sur AB, car si
- par le point E on meéne une perpendicu-

laire sur EK, elle doit étre parallele a
CD (54) et par suite ne peut différer de AB.

58. Corollaire. Deux dJroites paralléles & une troisidme
sont paralléles entre elles.

Soient les droites CD, EF paralleles I'une et Pautre a la

G droite AB ; menons GH perpendiculaire sur
A B AB: elle sera en méme temps perpendicu-
¢ p, laire sur CD et sur EF (57). Donc les deux

droites GD, EF perpendiculaires & une méme
L droite GH sont paralléles (53).

THEOREME XXIV.

59. Lorsque deux paralléles AB, CD sont coupées par une
sécante EF, elles forment avec cetie droite aux deux points G
et H quatre angles aigus égaux enire eux et qualre angles
obtus égaux entre eux.

Du point O milieu de GH menons IK perpendiculaire sur
les paralieles AB, CD. Les triangles rec-

2 K G,/ ‘p tangles OKG, OIH ont les hypoténuses

A .0G, OH égales et les angles aigus en O

¢ p 6gaux comme opposés par leur sommet,

/" 1 done ils sont égaux (51) et I'angle KGO est
F

égal 4 l'angle THO. L’égalité de ces deux
angles entraine celle des angles aigus EGB, CHF et aussi celle
des quatre angles obtus, car chacun de ces derniers est le sup-
plément d'un des angles aigus.

G60. Remarque I. — Deux angles situés d’un méme c6té de
la sécante EF, soit entre les deux paralléles, soit tous deux en
dehors, sont supplémentaires.
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61. Remarque II. — Lorsque deux droites quelcongues AB,
E CD sont coupées par une sécante EF,
/ on nomme angles internes, les quatre
& angles AGH, HGB, GHG, GHD compris
entre les deux droites, et angles exfernes,
les quatre angles AGE, EGB, CHF, FHD

C H v
/ situés en dehors.

¥ Deux angles tels que AGH, GHD, tous
deux internes, situés de part et d’autre de la sécante et non
adjacents, sont dits alternes-iniernes. Deux angles, tous deux
externes, situés de part et d’autre de la sécante et non adjacents,
sont dits alternes-ewternes : tels sont les angles AGE, FHD.

On nomme angles correspondanis deux angles tels que EGB,
GHD I'un externe, 'autre interne, tous deux situés du méme
cOté de la sécante et non adjacents.

Ces dénominations étant établies, le théoréme 24 peut s'é-
noncer ainsi :

Deuz paralléles coupées par une sécante forment avec celle-
ci: 1° des angles alternes-internes égaux ; 2° des angles al
ternes-externes égaux ; 3° des angles correspondants égauz ;
4 des angles internes ou externes du méme coté de la sécante
supplemeniaires.

THEOREME XXV. //

62. Rdciproquement, deux droites AB, GD sont paralléles
lorsqu’elles font avec une sécante EF des angles alternes-internes
égauz, ou des angles aliternes-externes égaux, ou des angles
correspondants égaux, ou enfin des angles tous deux internes
ou externes du méme cOté de la sécante supplémentaires.

Supposons d'abord les angles alternes internes AGH, GHD

. €égaux entre eux. Du point O milieu de GH

2 L G/ B abaissons OK perpendiculaire sur AB et OI
A perpendiculaire sur CD : les deux triangles
¢/ p rectangles OGK, HOI ont les hypoténuses
i OG, OH égtles et les angles aigus en G et H
égaux, donc ils sont égaux (51) et les angles
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KOG, T0H sont égaux. Par suite Ol est le prolongement de
OK (26) et les deux droites AB, CD perpandiculaires sur la
droite KI sont paralldles,

Si nous supposons maintenant les angles alternes externes
EGB, CHF,¢gaux, nous en déduirons V'égalitt des angles
AGH, GHD et nous serons ainsi ramenés au cas précédent. 11
cu serait de méme si nous supposions égaux deux angles cor-
respondants, ou si nous supposions supplémentaires deux
angles tous deux internes ou externes situés du mdme coté de
la sécante EF,

THEOREME XXVI. /

83. Deux angles qui ont leurs coiés paralléles chacun & cha-
cun sont égaux ow supplémentaires. .

Soit 'angle ABG : menons DG paralitle & AB et HF pa-
R raliele & BC. Les angles ABG, DGC sont
/ o égaux comme angles correspondants for-

/ p més par deux paralléles (61), mais langle
DEF égale l'angle DGC pour la méme
raison, donc les deux angles ABG, DEF
sont égaux. ’

L'angle HEG opposé par le sommet &
I'angle DEF est égal & 'angle ABC. Les angles DEU, FEG
supplémentaires de l'angle DEF soat également supplémen-
taires de l'angle ABC.

Les angles dont les c4lés sont paralleles sont donc égaux
lorsque les c¢dtés paralléles sont dirigés & la fois dans le méme
sens ou en sens contraire, Ils sont supplémentaires lorsque
deux cOtés paralléles sont dirigés dans le méine seas, et les
deux autres en sens confraires.

c . -

THEQREME XXVII. /

64. Deux angles qui ont leurs c6tés perpendiculaires chacun
a chacun sont égaux ou supplémentaires.
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Soit 'angle ABC. Menons FG perpendiculaire sur BG et
» 4, 1 ED perpendiculaire sur AB: je dis que
NN / l'angle DEF est égal 4 'angle ABG.
5 ‘ /’ \ Menons au point B les droites BH,
\ e ¢ BKrespectivement perpendiculaires sur
} 4 les eotés BC, BA: ces droites seront
bR paralleles aux droites EF, DE (54) et par
¢ suite leur angle KBH sera égal & I'angle
DEF dont les ctés sont dirigés dans le méme sens; mais
I'angle KBH est égal 4 'angle ABC, car ils sont I'un et l'autre
complémentaires du méme angle HBA. Donc enfin T'angle
DEF = ABC.

L'angle DEG supplémentaire de DEF est le supplément de
ADBC.

En résumé, deux angles tous deux aigus ou obtus qui ont
leurs cOtés perpendiculaires chacun & chacun sont égaux, et
deux angles I'un aigu, I'autre obtus, dont les c6tés sont dans
les mémes conditions, sont supplémentaires.

THEOREME XXVII. /-~

65. La somme des angles de tout triangle est égale o deuz
angles droits.

Soit le triangle ABC: prolongeons le c4té AB et menons

¢ ¢ BE parallele & AC. Les angles CAB,

; EBD sont égaux comme correspon-

/ dants formés par des paralleles et les

A B P angles ACB, GBE sont pareillement
égaux comme alternes-internes lormés par des paralleles (G1).
Les trois angles du triangle valent donc les angles réunis au
point B. Or la somme de ces derniers angles vaut deux angles

droits, (21) donc la somme des trois angles du triangle est cgale
A deux angles droits. '

66. Corollaire I. — L'angle CBD formé par un cété BC du
triangle et le prolongement d'un autre cité AB, se nomme
angle extérieur. 1l résulte de la démonstration du théoréme
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que langle extérieur d'un triangle est égal & la somme des
- angles intérieurs non adjacents.

67. Corollaire II. — Un triangle ne peut avoir qu'un seul
angle droit ou obtus. Dans un triangle rectangle, les deux
angles aigus sont complémentaires.

68. Corollaire II1. - Dans un triangle équilatéral chaque

angle vaut les % d’un angle droit,

69. Corollaire IV. — Lorsque deux triangles ont deux
angles égaux chacun 4 chacun, leurs troisiemes angles sont
¢gaux enire eux, car chacun d’eux est le supplément de la
somme des deux premiers.

70. Remarque. — Si dans un triangle équilatéral ABGC, on
. abaisse AD perpendiculaire sur BC, dans le
triangle rectangle ADC, le c6té DG moitié de BG

\ est aussi moitié de I'hypoténuse AGC, de plus

\ l'angle DAGC moitié de l'angle BAGC vaut —g

i

" d’angle droit. Donc lorsque dans un triangle
rectangle un cdté de 'angle droit est égal & la moitié de I'hy-
poténuse, I’angle opposé a ce cOté est égal au tiers d’'un angle
droit. La réciproque est vraie.

TBEOREME XXIX,

71. La somme des angles d'un polygone convere est égale &
autant de fois deuz angles droits que le polygone a de céiés
moins deuz.

Soit le polygone ABCDEF : menons par le sommet A des
diagonales aux sommets non adjacents C, D,
E; nous formons ainsi autant de triangles
quil y a de cdtés moins deux dans le poly-

® gone, car chacun des triangles intermédiaires
ne contient quun seul c¢6té du polygone, tan-
dis que les triangles extrémes en contiennent

deux l'un et 'autre. Or la somme des angles du polygoue est




