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CHAPITRE 3

Vecteurs aléatoires

Nous avons considéré dans le chapitre précédent des variables aléatoires
réelles, c’est-à-dire des applications mesurables à valeurs dans R. Nous pré-
sentons dans ce chapitre l’étude simultanée de plusieurs variables aléatoires
réelles, c’est-à-dire celle des vecteurs aléatoires réels.

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité. Toute fonction borélienne

X = (X1, . . . , Xd)′ : (Ω,F ,P) −→ (Rd,B(Rd))
ω −→ (X1(ω), . . . , Xd(ω))′

est appelée d-vecteur aléatoire réel si d > 1. Les variables aléatoires réelles
correspondent au cas d = 1.

Il est facile de voir que X est un vecteur aléatoire si et seulement si toutes
les applications coordonnées, Xj , pour j = 1, . . . , d, sont des variables aléa-
toires. Étudier X revient à étudier simultanément les d phénomènes ou va-
riables (X1, . . . , Xd) liés à une même expérience aléatoire. Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguïté, nous noterons indifféremment (X1, . . . , Xd) ou (X1, . . . , Xd)′.

Exemple 3.1 Mesure simultanée de caractéristiques physiques comme le
poids, la taille, etc., au sein d’une population. ⊳

Les vecteurs aléatoires réels ont beaucoup de propriétés similaires à celles
des variables aléatoires réelles. Nous leur étendons les notions vues dans le
chapitre 2. Nous y ajoutons celles liées aux relations des variables entre elles
comme la covariance, l’indépendance, l’entropie, les statistiques d’ordre. . .
Nous insistons sur le calcul effectif de la loi de fonctions de plusieurs variables
aléatoires et sur le cas des vecteurs gaussiens.

3.1 Relations entre variables aléatoires

Nous commençons par des relations entre variables aléatoires, nécessaires à
l’étude des vecteurs et intéressantes en elles-mêmes dans les applications.
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3.1.1 Covariance

La définition de la variance pour les vecteurs nécessite celle de la covariance
de variables aléatoires.

Définition 3.2 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de carré
intégrable. Leur covariance est définie par

Cov (X,Y ) = E [(X − EX)(Y − EY )] = E (XY )− (EX)(EY ).

Leur coefficient de corrélation (linéaire) est défini par

ρX,Y =
Cov (X,Y )√
VarX

√
VarY

.
△

Deux variables dont la covariance est nulle sont dites non-corrélées. L’espé-
rance de leur produit est clairement égal au produit de leurs espérances.

H Propriétés de la covariance et du coefficient de corrélation

1. Cov (X,X) = VarX et Cov (X,Y ) = Cov (Y,X).

2. Cov (aX+bY, Z) = aCov (X,Z)+bCov(Y, Z), pour (a, b) ∈ R2. Ainsi,
|ρX,Y | = |ρaX+b,cY+d|, pour tous a ∈ R∗, c ∈ R∗, b ∈ R, d ∈ R, et le
coefficient de corrélation est indépendant de l’unité et de l’origine.

3. Cov (X,Y )2 ≤ VarX · VarY , par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et
donc ρX,Y ∈ [−1, 1]. N

Le coefficient de corrélation de deux variables mesure leur degré de li-
néarité.

Proposition 3.3 Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles de carré
intégrable,

|ρX,Y | = 1 si et seulement si Y = aX + b, avec (a, b) ∈ R∗ × R.

Démonstration.- Nous pouvons supposer que EX = 0. Si Y = aX + b,
alors EY = b et Cov (X,Y ) = aE (X2) = aVarX, et donc |ρX,Y | = 1.
Réciproquement, nous pouvons supposer aussi que EY = 0. Ainsi |ρX,Y | = 1
implique [E (XY )]2 = E (X2)E (Y 2). Par conséquent,

Var
[
Y − E (XY )

E (X2)
X
]

= Var (Y )− a2Var (X) = 0,

c’est-à-dire que cette variable est constante p.s., d’où le résultat, avec pré-
cisément a = Cov (X,Y )/VarX . �

Pour plus de détails, voir le paragraphe dédié à la droite de régression
dans le chapitre 5.
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3.1.2 Indépendance

L’indépendance de tribus et d’événements a été présentée dans le chapitre 1.
La notion d’indépendance de variables aléatoires repose sur celle d’indépen-
dance des tribus qu’elles engendrent.

Définition 3.4 Soient Xi : (Ω,F ,P) −→ (Ωi,Fi), pour i = 1, . . . , d, des
variables aléatoires.

Elles sont dites indépendantes si les tribus engendrées σ(X1), . . . , σ(Xd)
sont indépendantes, soit

P(X1 ∈ B1, . . . , Xd ∈ Bd) =
d∏

i=1

P(Xi ∈ Bi),

pour tous B1 ∈ F1, . . . , Bd ∈ Fd. △

Si X1, . . . , Xd sont indépendantes alors g1(X1), . . . , gd(Xd) sont aussi indé-
pendantes, pour toutes fonctions boréliennes g1, . . . , gd.

Des événements de F sont indépendants si et seulement si leurs fonc-
tions indicatrices sont des variables aléatoires indépendantes. Et d sous-
tribus F1, . . . ,Fd de F sont indépendantes si et seulement si les d variables
aléatoires coordonnées ci : (Ω,F ,P) −→ (Ωi,F i) le sont.

Si σ(X1, . . . , Xd) et une sous-tribu G de F sont indépendantes, nous
dirons que X1, . . . , Xd et G sont indépendantes. Si X1, . . . , Xd sont indépen-
dantes et de même loi P , nous dirons qu’elles sont i.i.d. (indépendantes et
identiquement distribuées) de loi P .

Des variables aléatoires sont dites indépendantes conditionnellement à
un événement B (non négligeable) si elles sont indépendantes pour la pro-
babilité P(· | B).

Dans le cas discret, l’indépendance de deux variables X et Y de valeurs
respectives {xi : i ∈ I} et {yj : j ∈ J} s’écrit

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj), i ∈ I, j ∈ J.

Exemple 3.5 Deux personnes ont rendez-vous. Chacune arrive au hasard
entre minuit et une heure du matin. Calculons la probabilité que la première
arrivée attende l’autre au moins 1/4 d’heure.

Soient X et Y les instants d’arrivées des deux personnes. On calcule

P(X + 15 < Y ) + P(Y + 15 < X) =

= 2P(X < Y − 15) = 2
∫ 60

15

∫ y−15

0

1
(60)2

dxdy

=
2

(60)2

∫ 60

15

(y − 15)dy =
(45)2

(60)2
= 9/16,

puisque X et Y sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 60]. ⊳
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Nous allons voir différents critères d’indépendance. Pour commencer, la
notion de corrélation est liée à celle de dépendance.

Proposition 3.6 Des variables aléatoires indépendantes et de carré inté-
grable sont non corrélées.

Démonstration.- Pour des variables discrètes.
Posons X =

∑
i∈I xi11Ai où Ai = (X = xi) et Y =

∑
j∈J yj11Bj où Bj =

(Y = yj). Nous avons donc

XY =
∑

(i,j)∈I×J
xiyj11Ai11Bj =

∑

(i,j)∈I×J
xiyj11Ai∩Bj .

Comme l’espérance de X et celle de Y sont finies, nous avons

E (XY ) =
∑

(i,j)∈I×J
xiyjP(Ai ∩Bj)

(1)
=
∑

i∈I

∑

j∈J
xiyjP(Ai)P(Bj)

=
[∑

i∈I
xiP(Ai)

][∑

j∈J
yjP(Bj)

]
= (EX)(EY ).

(1) par indépendance de X et Y . �

Par contre, deux variables non corrélées ne sont pas nécessairement in-
dépendantes, comme le montre le contre-exemple suivant.

Exemple 3.7 Soit Y ∼ U(0, 1). Par l’exemple 2.57, on connaît les moments
de Y . Si X = Y (Y + a) où a ∈ R, on a

Cov (X,Y ) = E (Y 3) + aE (Y 2)− (EY )E (Y 2)− a(EY )2

=
1
4

+
a

3
− 1

6
− a

4
=

1 + a

12
.

Si a = −1, ces variables sont non corrélées et elles ne sont évidemment pas
indépendantes puisque X = Y (Y − 1) est une fonction de Y , mesurable
pour la tribu engendrée par Y . ⊳

Nous pouvons définir maintenant la loi conditionnelle pour des variables
discrètes.

Définition 3.8 Soient X et T deux variables aléatoires discrètes de valeurs
respectives {xi : i ∈ I} et {tj : j ∈ J}. La loi conditionnelle de X sachant
(T = tj) est donnée par {P(X = xi | T = tj) : i ∈ I}. △

Exemple 3.9 Suite de l’exemple 1.28.- Soient X et T les fonctions indi-
catrices respectives des événements A et B. Elles suivent chacune une loi
de Bernoulli de paramètre 1/2. La loi conditionnelle de X sachant T est
donnée par

P(X = i | T = j) =
P(X = i, T = j)

P(T = j)
, i, j = 0, 1.
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Par exemple, (X = 0, T = 0) ="le résultat est impair et supérieur à 3"="le
résultat est 5" donc P(X = 0 | T = 0) = P(B | A) = 1/3. De même, on
calcule P(X = 1 | T = 1) = 1/3 et P(X = 1 | T = 0) = P(X = 0 | T = 1) =
2/3. ⊳

Pour des variables discrètes, on peut faire ici directement le lien entre
indépendance et loi conditionnelle à partir de leur définition.

Proposition 3.10 Deux variables aléatoires X et Y discrètes de valeurs
respectives {xi : i ∈ I} et {yj : j ∈ J} sont indépendantes si et seulement
si la loi conditionnelle de X sachant (Y = yj) est égale à la loi de X pour
tout j.

La proposition peut être énoncée symétriquement en considérant les lois
conditionnelles de Y .

L’indépendance dépendant étroitement de la probabilité choisie, elle
n’implique aucune indépendance conditionnelle en général, comme le mon-
tre le contre-exemple suivant.

Exemple 3.11 Soient X1 et X2 i.i.d. de loi B(1/2) à valeurs dans {−1, 1}.
On a

P(X1 = 1 | X1 +X2 = 0) =
P(X1 = 1, X1 +X2 = 0)

P(X1 +X2 = 0)

=
P(X1 = 1)P(X2 = −1)

P(X1 +X2 = 0)
=

1/2.1/2
1/2

=
1
2
.

De même, par symétrie, P(X2 = 1 | X1 + X2 = 0) = 1/2, mais P(X1 =
1, X2 = 1 | X1 + X2 = 0) = 0, donc X1 et X2 ne sont pas indépendantes
conditionnellement à X1 +X2.

Notons que P(X1 = −1 | X1 +X2 = −2) = 1. ⊳

3.1.3 Relation d’ordre stochastique

Les relations d’ordre stochastiques sont en particulier utilisées pour étudier
la fiabilité ou la durée de vie de systèmes. Nous ne définirons ici que la plus
simple d’entre elles.

Définition 3.12 SoientX et Y deux variables aléatoires réelles. La variable
X est dite stochastiquement plus grande que la variable Y , et nous noterons

X
st
≥ Y , si

P(X > x) ≥ P(Y > x), x ∈ R. (3.1)

Autrement dit, X
st
≥ Y si la fiabilité de X est supérieure à celle de Y , ou

encore RX(t) ≥ RY (t), pour tout t ∈ R, voir la définition 2.87 page 70.
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Exemple 3.13 Soient X ∼ E(λ) et Y ∼ E(µ). Si λ ≤ µ, alors X
st
≥ Y . Par

contre, si X ∼ N (0, σ2) et Y ∼ N (0, τ2), avec σ ≥ τ , alors X
st
≥ Y . ⊳

Exemple 3.14 Systèmes en série et en parallèle.- Considérons deux sys-
tèmes comprenant deux composants, voir la figure 3.1.

X1 X2

X1

X2

série parallèle

Figure 3.1. Systèmes à deux composants, en série et en parallèle.

Soient T1 et T2 les durées de vie des composants supposées indépen-
dantes, de fonctions de répartition F1 et F2 respectivement.

Si les deux composants sont montés en série, la durée de vie du système
est T = min(T1, T2), de fonction de répartition FT (t) = 1 − [1 − F1(t)][1 −
F2(t)].

Si les deux composants sont montés en parallèle, la durée de vie du sys-
tème est T ′ = max(T1, T2), de fonction de répartition FT ′(t) = F1(t)F2(t).

Or F1(t) +F2(t)− 2F1(t)F2(t) = F1(t)[1−F2(t)] +F2(t)[1−F1(t)], dont

on déduit que T ′ st≥ T . Autrement dit, max(T1, T2)
st
≥ min(T1, T2). ⊳

Proposition 3.15 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Si X
st
≥

Y alors EX ≥ EY .

Démonstration.- Supposons d’abord que X et Y sont positives. Par inté-
gration des deux membres de l’inégalité (3.1) et en utilisant l’expression al-
ternative de l’espérance (2.7) page 76 pour p = 1, nous obtenons EX ≥ EY .

Pour des variables quelconques, si X
st
≥ Y alors X+

st
≥ Y + et Y − st

≥ X−,
donc EX+ ≥ EY + et EY − ≥ EX− d’où EX ≥ EY . �

Cette condition nécessaire peut être transformée en condition suffisante
en considérant des espérances plus générales.

Théorème 3.16 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. On a X
st
≥

Y si et seulement si E [h(X)] ≥ E [h(Y )] pour toute fonction borélienne h
croissante.

Démonstration.- Soit h−1 l’inverse généralisée de h, définie par h−1(y) =
inf{t ∈ R : h(t) > y}. Nous avons

P[h(X) > x] = P[X > h−1(x)] ≥ P[Y > h−1(x)] = P[h(Y ) > x], x ∈ R,
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donc h(X)
st
≥ h(Y ), d’où E [h(X)] ≥ E [h(Y )] en appliquant la proposi-

tion 3.15.
La réciproque est immédiate en utilisant la fonction croissante 11[x,+∞[. �

Par contre, X
st
≥ Y n’implique clairement pas que X(ω) ≥ Y (ω) pour tout

ω ∈ Ω.

3.1.4 Entropie

Nous avons déjà vu différents paramètres qui renseignent sur la loi d’une
variable aléatoire ou sur les relations entre deux variables et qui ont une
interprétation physique, comme l’espérance, la variance ou la covariance.
L’entropie, l’entropie jointe et l’information de Kullback-Leibler que nous
présentons maintenant renseignent sur le degré d’incertitude du phénomène
représenté par la variable, globalement ou relativement à un autre.

Définition 3.17 Soient X et Y des variables discrètes de valeurs respec-
tives {xi : i ∈ I} et {yj : j ∈ J}.

L’entropie (de Shannon) de X est l’entropie de sa loi, soit

S(X) = −
∑

i∈I
P(X = xi) logP(X = xi).

L’entropie (jointe) de (X,Y ) est

S(X,Y ) = −
∑

i∈I

∑

j∈J
P(X = xi, Y = yj) logP(X = xi, Y = yj).

L’entropie conditionnelle de X par rapport à Y est

S(X | Y ) = S(X,Y )− S(Y ).

Si {xi : i ∈ I} ⊂ {yj : j ∈ J}, l’information de Kullback-Leibler de X
par rapport à Y est celle de leurs lois, soit

K(X | Y ) =
∑

i∈I
P(X = xi) log

P(X = xi)
P(Y = xi)

.
△

On peut aussi écrire

S(X | Y ) = −
∑

i∈I

∑

j∈J
P(X = xi, Y = yj) log

P(X = xi, Y = yj)
P(Y = yj)

, (3.2)

ou obtenir S(X | Y ) comme une moyenne, sous la forme

S(X | Y ) =
∑

j∈J
P(Y = yj)K(Pj | PY ),
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où Pj est la loi conditionnelle de X sachant (Y = yj) et K(Pj | PY ) l’in-
formation de Kullback-Leibler de Pj par rapport à PY . On voit ainsi que
l’entropie conditionnelle entre deux variables discrètes est une quantité po-
sitive.

Exemple 3.18 L’entropie d’une variable aléatoire de loi G(p) est

−
∑

k≥1

pqk−1 log(pqk−1) = −p log p
∑

k≥1

qk−1 − p log q
∑

k≥1

(k − 1)qk−1

= − log p− q

p
log q,

avec q = 1− p. ⊳

H Propriétés de l’entropie

1. L’entropie d’une variable qui prend un nombre N fini de valeurs est
maximale (et égale à logN) si celle-ci suit une loi uniforme, comme
nous l’avons vu dans le chapitre 1.

2. S(X | Y ) = 0 si et seulement si X = g(Y ). En considérant l’entro-
pie conditionnelle sous la forme (3.2), si elle est nulle, nécessairement
P(X = xi, Y = yj) = P(Y = yj) pour tous i et j, c’est-à-dire que X
est une fonction de Y . Et la réciproque est claire.

3. S(X | Y ) ≤ S(X), avec égalité si et seulement si les variables sont
indépendantes. En effet, on peut écrire

S(X) = −
∑

i∈I

∑

j∈J
P(X = xi, Y = yj) logP(X = xi)

=
∑

i∈I

∑

j∈J
P(X = xi, Y = yj) log

P(X = xi)P(Y = yj)
P(X = xi, Y = yj)

donc, comme log x ≤ x− 1 pour tout réel x > 0, on a

S(X) ≤
∑

i∈I

∑

j∈J
P(X = xi, Y = yj)

(
P(X = xi)P(Y = yj)
P(X = xi, Y = yj)

− 1
)

= 0,

et l’égalité est équivalente à P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y =
yj), pour tous i ∈ I et j ∈ J , c’est-à-dire à l’indépendance des va-
riables.

4. S(X,Y ) ≤ S(X) + S(Y ), avec égalité si et seulement si les variables
sont indépendantes, d’après la définition et le point 3. N

Les propriétés 2. et 3. s’interprètent comme suit : l’information apportée
sur X par la connaissance de Y diminue l’incertitude sur X . À la limite (si
X est fonction de Y ), cette incertitude devient nulle.
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Exemple 3.19 Interprétation en termes de communication.- Un système
est constitué d’une source, d’un canal de transmission et d’un récepteur.
Une partie de ce qui est produit par la source (le message) est modifié
pendant la transmission au récepteur par la présence de bruit dans le canal
de transmission.

L’entropie est un moyen d’évaluation du taux de transmission de l’in-
formation par le canal. Si la variable X représente la source et la variable
Y le récepteur, S(X) est l’entropie de la source, S(Y ) celle du récepteur et
S(X,Y ) celle du système global. L’entropie conditionnelle S(Y | X) repré-
sente l’entropie du récepteur connaissant le message émis par la source, c’est
une mesure du bruit. Enfin S(X | Y ) est celle de la source connaissant le
message reçu. Elle mesure ce que l’on peut espérer apprendre du message
transmis à partir du message reçu. Une mesure de la capacité de transmis-
sion du canal est donnée par C = max[S(X) − S(X | Y )], où le maximum
est pris sur toutes les lois possibles pour X et Y .

En l’absence de bruit, on a P(X = xi, Y = yj) = 0 si i 6= j, donc
S(X | Y ) = S(Y | X) = 0 et S(X,Y ) = S(X) = S(Y ). L’incertitude du
récepteur est identique à celle de la source. La perte d’information par le
canal de transmission est minimum et C = max S(X) = logN .

Par contre, lorsqu’il n’existe pas de corrélation entre le message transmis
et le message reçu (c’est-à-dire si tout xi peut être transformé en un yj
quelconque avec la même probabilité), alors P(X = xi, Y = yj) = pi pour
tout j, avec

∑
i∈I pi = 1/N . On en déduit que S(X | Y ) = S(X) et que

S(Y | X) = S(Y ). Le système ne transmet aucune information, la perte
d’information par le canal de transmission est maximale et C = 0. ⊳

L’entropie de Shannon peut être étendue à des variables à densité. L’in-
terprétation en termes d’information est plus difficile.

Définition 3.20 Soient X et Y des variables aléatoires réelles de densités
respectives fX et fY strictement positives.

L’entropie de X est celle de sa loi, soit

S(X) = E [− log fX(X)] = −
∫

R

fX(u) log fx(u)du.

L’information de Kullback-Leibler de X par rapport à Y est celle de
leurs lois, soit

K(X | Y ) =
∫

R

fX(u) log
fX(u)
fY (u)

du.
△

Exemple 3.21 L’entropie d’une variable X de loi E(λ) est
∫

R+

λe−λx log(λe−λx)dx = logλ
∫

R+

λe−λxdx−λ
∫

R+

xλe−λxdx = logλ+1,

puisque
∫
R+
fX(x)dx = 1 et que EX = 1/λ. ⊳
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Proposition 3.22 L’information de Kullback-Leibler est positive, et elle
est nulle si et seulement si les variables ont la même loi.

Démonstration.- Comme
∫

R

fY (u)du =
∫

R

fX(u)du, nous pouvons écrire

K(X | Y ) =
∫

R

fX(u)
fY (u)

log
[
fX(u)
fY (u)

]
fY (u)du+

∫

R

[
1− fX(u)

fY (u)

]
fY (u)du.

Et la conclusion en découle puisque x log x ≥ 1 − x avec égalité seulement
si x = 1. �

L’entropie S(X) peut être négative ou infinie pour des variables à densité.
La notion de maximum n’est donc pas envisageable directement ; par contre,
on peut étudier sa maximisation sous contraintes, c’est-à-dire les méthodes
de maximum d’entropie.

Exemple 3.23 Le maximum de S(X) pour a ≤ X ≤ b où a < b sont des
réels fixés est obtenu pour une variable de loi U(a, b) et est égal à log(b− a).

Le maximum de S(X) pour X ≥ 0 et EX = a où a 6= 0 est un réel fixé
est obtenu pour une variable de loi E(1/a) et est égal à log(ea).

Le maximum de S(X) pour EX = 0 et E (X2) = σ2 où σ2 ∈ R∗
+ est fixé

est obtenu pour une variable de loi N (0, σ2) et est égal à log(
√

2πeσ).
La démonstration de ces résultats est basée sur la méthode des multi-

plicateurs de Lagrange. Leur généralisation à des vecteurs est traitée dans
l’exercice 3.2. ⊳

3.2 Caractéristiques des vecteurs aléatoires

On ne peut en général pas déterminer la loi de la somme ou du produit
de variables X1, . . . , Xd non indépendantes si l’on connaît seulement la loi
marginale de chaque variable. Plus généralement, il faut connaître la loi du
vecteur (X1, . . . , Xd), variable aléatoire à valeurs dans Rd, pour calculer la
loi de l’une de ses fonctions.

3.2.1 Produit d’espaces de probabilité

Pour étudier des événements ou des variables aléatoires liés à plusieurs
expériences aléatoires se produisant simultanément, nous devons d’abord
construire un espace probabilisé qui décrit l’ensemble de ces expériences.
Présentons cette construction d’abord pour des espaces de probabilité dé-
nombrables.

Soient deux espaces de probabilité (Ω1,P(Ω1),P1) et (Ω2,P(Ω2),P2) fi-
nis ou dénombrables décrivant deux expériences aléatoires particulières et
un observateur qui observe les deux expériences en même temps. L’issue
d’une telle expérience se présente comme un couple de points (ω1, ω2) avec
ω1 ∈ Ω1 et ω2 ∈ Ω2. Autrement dit, l’espace fondamental de cette expérience
est l’espace produit cartésien Ω1×Ω2, noté Ω et l’ensemble des événements
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est P(Ω) = P(Ω1)×P(Ω2). Sur cet espace nous pouvons définir une proba-
bilité produit P, notée P1⊗ P2 et appelée produit tensoriel de P1 et P2, par
les relations

P({ω}) = P1({ω1})P2({ω2}), ω = (ω1, ω2) ∈ Ω,

et
P(A) =

∑

ω∈A
P({ω}), A ⊂ Ω.

Tout événement lié à la première expérience peut se représenter soit comme
un sous-ensemble A1 de Ω1, soit comme le sous-ensemble A1 × Ω2 de Ω et

P(A1 × Ω2) =
∑

ω1∈A1

∑

ω2∈Ω2

P1({ω1})P2({ω2}) = P1(A1).

De plus,

P(A1 ×A2) = P[(A1 × Ω2) ∩ (Ω1 ×A2)] =
∑

ω1∈A1

∑

ω2∈A2

P1({ω1})P2({ω2})

= P1(A1)P2(A2) = P(A1 × Ω2)P(Ω1 ×A2).

Le produit de n espaces probabilisés quelconques se définit de manière
similaire.

Définition 3.24 Soient (Ω1,F1), . . . , (Ωn,Fn) des espaces mesurables.
Le produit

∏n
i=1(Ωi,Fi) est défini comme (

∏n
i=1 Ωi,⊗ni=1Fi), où :

l’ensemble
∏n
i=1 Ωi = {(ω1, . . . , ωn) : ωi ∈ Ωi} est le produit cartésien,

la tribu ⊗ni=1F i = σ({A1 × · · · ×An : Ai ∈ F i}) est la tribu engendrée par
les pavés. △

C’est la plus petite tribu rendant les projections sur les coordonnées mesu-
rables.

Nous noterons
∏n
i=1(Ω,F) = (Ωn,F⊗n) = (Ω,F)n avec en particulier :

P(Ω)× P(Ω) = P(Ω× Ω) pour tout Ω fini ;
(R,B(R))n = (Rn,B(Rn)), soit B(R)⊗n = B(Rn).

Nous admettrons le résultat suivant qui définit une probabilité sur cet
espace mesurable.

Définition-Théorème 3.25 Soient (Ω1,F1,P1), . . . , (Ωn,Fn,Pn), des es-
paces de probabilité. Il existe une unique probabilité P, appelée probabilité
produit, définie sur

∏n
i=1(Ωi,Fi) et vérifiant

P(A1 × · · · ×An) =
n∏

i=1

Pi(Ai),

pour tous A1 ∈ F1, . . . , An ∈ Fn. △
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sont indépendantes de lois respectives σ2χ2(r1),. . .,σ2χ2(rp).

Démonstration.- Nous pouvons toujours supposer que M = 0.
1. Notons (e1, . . . , ed) une base orthonormale de Rd. Les coordonnées de X
dans cette base s’écrivent Y = (< X, e1 >, . . . , < X, ed >)′ et nous avons

ϕY (t) = E
(

exp i
d∑

j=1

tj < X, ej >
)

= E
(

exp i < X,

d∑

j=1

tjej >
)
.

La fonction caractéristique de X est

ϕX(t) = E (exp i < t,X >) = exp
(
−1

2
σ2

d∑

j=1

t2j

)
,

donc ϕY (t) = exp(−σ2
∑d
j=1 t

2
j/2), c’est-à-dire que Y ∼ X .

2. Si A est la matrice d’une isométrie de Rd, ses lignes (et ses colonnes) sont
orthonormées et nous avons AA′ = Id, d’où la conclusion par 1..
3. Nous savons qu’il existe une base orthonormale de Rd, soit (e1, . . . , ed),
telle que Ej soit engendré par (ej1 , . . . , ejr1

).
Dans cette base, ΠEj (X) =

∑rj
k=rj−1+1 < X, ejk > ejk , de norme eucli-

dienne ‖ΠEj (X)‖2 =
∑rj

k=rj−1+1 < X, ejd >
2. En utilisant le vecteur aléa-

toire Y , nous obtenons le résultat. �

3.5 Exercices et compléments

3.5.1 Enoncés

Exercice 3.1 Problème des rencontres (suite des exercices 1.3 et 2.3).- Soit
Xi la variable indicatrice de l’événement "Le sportif i a repris son propre
sac".

Exprimer Sn en fonction de X1, . . . , Xn et en déduire l’espérance et la
variance de Sn.

Solution de l’exercice 3.1

On a Sn = X1 + · · · + Xn. De plus, P(Xi = 1) = 1/n = 1 − P(Xi = 0),
donc EXi = 1/n et ESn = 1. D’autre part, VarXi = (n− 1)/n2 et l’on a
P(XiXj = 1) = 1/n(n− 1) = 1− P(XiXj = 0) donc

Cov (Xi, Xj) =
1

n(n− 1)
− 1
n
· 1
n

=
1

n2(n− 1)

et VarSn =
∑n
i=1 VarXi −

∑
i6=j Cov (Xi, Xj) = 1.
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Exercice 3.2 Maximum d’entropie sous contraintes.- L’entropie de Shan-
non d’un vecteur aléatoire X de densité f est donnée par la définition 3.17.

1. Calculer l’entropie d’un vecteur gaussien X̃ ∼ Nn(0,Γ) non dégénéré.
2. Montrer que le maximum d’entropie est obtenu parmi les vecteurs

aléatoires n-dimensionnels centrés de matrice de covariance Γ donnée pour
le vecteur gaussien X̃.

Solution de l’exercice 3.2

1. La densité de X̃ est d’après la proposition 3.77,

f
X̃

(x) = (2π)−n/2(det Γ)−1/2 exp[−1
2
x′Γ−1x], x ∈ Rn.

Son entropie est donc

S(X̃) =
1
2

[
n log(2π) + log(det Γ) +

∫

Rn
x′Γ−1xf

X̃
(x)dx

]
.

Si l’on note TrM =
∑n
i=1 Mii la trace d’une matrice n-dimensionnelle, on a

∫

Rn
x′Γ−1xf

X̃
(x)dx = E (X̃ ′Γ−1X̃) = E [Tr(X̃ ′X̃Γ−1)]

= Tr[E (X̃ ′X̃)Γ−1] = Tr(ΓΓ−1) = n.

Par conséquent, S(X̃) = log[
√

(2πe)n det Γ].
2. On peut écrire

S(X) =
∫

Rn
f(x) log

f
X̃

(x)

f(x)
dx−

∫

Rn
f(X) log f

X̃
(x)dx = (1) + (2).

Or log x ≤ x− 1 pour tout x positif, donc

0 ≤ (1) ≤
∫

Rn
f(x)

[f
X̃

(x)

f(x)
− 1
]
dx = 0,

et

(2) =
1
2

[
log(2π) + log(det Γ) +

∫

Rn
x′Γ−1xf(x)dx

]
.

Comme dans 1., puisque l’on suppose que X vérifie E (X ′X) = Γ, on a
∫

Rn
x′Γ−1xf(x)dx = Tr(ΓΓ−1) = n,

Ainsi, on a (2)= S(X̃) et la conclusion en découle.

Exercice 3.3 Entropie mutuelle.-
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A. Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes définies sur le même
espace de probabilité et de valeurs respectives {xi : i ∈ I} et {yj : j ∈ J}.
Leur entropie (ou information) mutuelle est définie par

S(X,Y ) =
∑

i∈I

∑

j∈J
P(X = xi, Y = yj) log

P(X = xi, Y = yj)
P(X = xi)P(Y = yj)

.

Exprimer S(X,Y ) en fonction des entropies jointe, marginales et condi-
tionnelles de X et Y . En déduire que c’est une quantité positive. A quelle
condition sur X et Y est-elle nulle ?

B. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le même espace
de probabilité, de densité jointe f et de densités marginales respectives fX
et fY .

1. Définir l’équivalent de S pour ces variables continues.
2. a. Utiliser la convexité de la fonction logarithme pour montrer que

l’entropie mutuelle S(X,Y ) est positive.
b. Utiliser le passage du discret au continu pour montrer qu’elle est

finie.

Solution de l’exercice 3.3

A. On a S(X,Y ) = S(X)− S(X | Y ). Par définition, S(X | Y ) = S(X,Y )−
S(Y ), donc S(X | Y ) = S(X) + S(Y ) − S(X,Y ) par la propriété 2. de
l’entropie.

On sait que S(X | Y ) ≤ S(X), donc S(X,Y ) est bien positive, et nulle
si et seulement si X et Y sont indépendantes.

B. 1. Si fX et fY sont non nulles et de même support E ∈ B(R), on
définit

S(X,Y ) =
∫∫

E×E
f(x, y) log

f(x, y)
fX(x)fY (y)

dxdy.

2. a. On peut écrire

S(X,Y ) = −
∫∫

E×E
f(x, y) log

fX(x)fY (y)
f(x, y)

dxdy.

Or log x ≤ x− 1 pour x positif, donc

S(X,Y ) ≥ −
∫∫

E×E
f(x, y)

[
fX(x)fY (y)
f(x, y)

− 1
]
dxdy

= −
∫∫

E×E
fX(x)fY (y)dxdy +

∫∫

E×E
f(x, y)dxdy

= −1 + 1 = 0.

b. Lorsque ∆x et ∆y tendent vers 0,

log
P(X ∈ ∆x, Y ∈ ∆y)
P(X ∈ ∆x)P(Y ∈ ∆y)

−→ log
f(x, y)

fX(x)fY (y)
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et reste finie contrairement à chacun des termes qui la composent. Ainsi,
l’information mutuelle S(X,Y ) est finie alors que les entropies S(X), S(Y )
et S(X,Y ) ne le sont pas nécessairement si les variables sont continues.

Exercice 3.4 Le théorème du scrutin.-
1. Une urne contient a boules portant le numéro 0 et b boules portant le

numéro 2, avec a > b. On tire toutes les boules une par une et sans remise.
Soit Xi la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée au i-ième
tirage, pour i = 1, . . . , n, où n = a+ b.

a. Calculer l’espérance de Sm =
∑m
i=1 Xi pour 1 ≤ m ≤ n.

b. Montrer que pour tout 0 ≤ b′ ≤ b,

P(Sm < m, m = 1, . . . , n | S2b = 2b′) =

= P(Sm < m, m = 1, . . . , 2b | S2b = 2b′).

c. En déduire par récurrence que

P(Sm < m, m = 1, . . . , n | Sn = 2b) = 1− 2b/n. (3.10)

2. Un scrutin oppose deux candidats A et B et voit la victoire de A.
Déduire de ce qui précède la probabilité que A ait été en tête tout au long
du dépouillement des bulletins de vote.

Une illustration est donnée dans la figure 3.4. Notons que cela constitue
un exemple des marches aléatoires qui seront définies dans le chapitre 4.

51voix

60voix

70voix

0

20

40

60

80

100

20 40 60 80 100

x

Figure 3.4. Illustration du théorème du scrutin.

Solution de l’exercice 3.4

1. a. On a ESn = 2b car P(Sn = 2b) = 1. De plus, les variables Xi sont
échangeables (soit (X1, . . . , Xn) ∼ (X(1), . . . , X(n))), donc EXi = ESn/n =
2b/n. Par conséquent, ESm = 2bm/n.
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b. On sait que Sn = 2b, donc si S2b = 2b′, nécessairement Sm < m pour
tout m tel que n ≥ m ≥ 2b+ 1, d’où l’égalité cherchée.

c. Pour que (3.10) soit vérifiée au rang 1, on doit avoir a = 1 et b = 0,
et donc P(X1 < 1) = P(X1 = 0) = 1.

Supposons (3.10) vraie pour tout m < n. On a d’une part

P(Sm < m, m = 1, . . . , n) =

=
b∑

b′=0

P(Sm < m, m = 1, . . . , n | S2b = 2b′)P(S2b = 2b′).

et d’autre part, puisque P(Sn = 2b) = 1,

P(Sn < m,m = 1, . . . , n) = P(Sn < m,m = 1, . . . , n | Sn = 2b).

Par hypothèse de récurrence appliquée à n = 2b, on a

P(Sm < m, m = 1, . . . , 2b | S2b = 2b′) = 1− b′/b.

Ainsi,

P(Sm < m,m = 1, . . . , n)
(1)
=

b∑

b′=0

(1− b′/b)P(S2b = 2b′) = 1− ES2b/2b

(2)
= 1− 2b

n
.

(1) par 1.b. et (2) par 1.a. et la démonstration est achevée.
2. En considérant les bulletins comme les boules de l’urne et le dépouille-

ment comme le tirage de ces boules, la probabilité cherchée est (a−b)/(a+b)
où a est le nombre de voix obtenu par A et b celui obtenu par B.

Exercice 3.5 Loi d’un couple.- Considérons la fonction F : R × R → R,
définie par

F (x, y) = 1− e−x − e−y + (ex + ey − 1)−111R2
+

(x, y).

1. Montrer que F est la fonction de répartition d’un couple de variables
aléatoires, soit (X,Y ).

2. Donner la densité de probabilité f(x, y) de (X,Y ). Les variables sont-
elles indépendantes ?

3. Calculer les fonctions de répartition marginales. Quelle est la loi de
X et quelle est celle de Y ?

4. Soit g : R2 → R2 définie par g(x, y) = (e−x+y, y + x). Déterminer la
loi de (U, V ) = g(X,Y ).
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Solution de l’exercice 3.5

1. La fonction F doit vérifier les points 1. à 4. des propriétés des fonctions
de répartition. De façon évidente, F est continue à droite pour chacun de
ses arguments, F (x, y) est nulle pour x ou y négatif et F (x, y) tend vers 1
lorsque x et y tendent simultanément vers +∞.

Montrons que F est croissante pour chacun de ses arguments. On a

∂

∂x
F (x, y) =

ex(ex + ey − 1)2 − ex
(ex + ey − 1)2

.

Or x ≥ 0 et y ≥ 0 donc ex ≥ 1, et ey ≥ 1. Par conséquent, (ex+ey−1)2 ≥ 1
et F est croissante en x. Puisque F est symétrique en x et y, la propriété
est vérifiée.

Il reste à montrer que ∆x1x2∆y1y2F (x, y) ≥ 0 pour x1 ≤ x2 et y1 ≤ y2.
Or

∆x1x2∆y1y2F (x, y) =

= F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1)

= − ex2 − ex1

(ex2 + ey2 − 1)(ex1 + ey2 − 1)
+

ex2 − ex1

(ex2 + ey1 − 1)(ex1 + ey1 − 1)
.

On sait que ex2 − ex1 ≥ 0 et

(ex2 + ey1 − 1)(ex1 + ey1 − 1) ≤ (ex2 + ey2 − 1)(ex1 + ey2 − 1).

Par conséquent, F est bien une fonction de répartition bidimensionnelle.
2. La densité de probabilité est

f(x, y) =
∂2

∂x∂y
F (x, y) =

2exey

(ex + ey − 1)3
6= f1(x)f2(y).

La densité jointe n’est pas le produit des densités marginales et d’après le
théorème 3.41, les variables ne sont donc pas indépendantes.

3. On a
FX(x) = lim

y→+∞
F (x, y) = 1− e−x, x ≥ 0.

Par symétrie, FY (y) = 1 − e−y pour y ≥ 0. Donc X et Y suivent la même
loi exponentielle de paramètre 1.

4. Posons u = e−x+y et v = x + y ou encore x = (v − log u)/2 et
y = (v + log u)/2, avec u > 0. Le jacobien du changement de variable est

det
(
−e−x+y 1
e−x+y 1

)
= −2e−x+y = −2u,

donc la densité du couple (U, V ) est

f(U,V )(u, v) = [u(e(v−log u)/2 + e(v+log u)/2 − 1)3]−1e2v11D2 (u, v),

où D2 = {(u, v) ∈ R2
+ : e−v < u < ev}.
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Rédigé principalement à l’attention des étudiants en 3e année de Licence de
mathématiques et en écoles d’ingénieurs, cet ouvrage présente l’ensemble
du programme de probabilités avec un cours complet, de nombreux
exercices corrigés ainsi que des problèmes de synthèse.
D’une lecture aisée, ce manuel aborde, de manière rigoureuse, les
fondements théoriques des probabilités et de leurs applications. Son
contenu servira également de base de révision aux concours du CAPES (dans
le cadre du Master MEEF) et de l’Agrégation de mathématiques.

Agrégée de mathématiques, Valérie Girardin est maître de conférences à l’Université de Caen Basse-
Normandie, Laboratoire de Mathématiques Nicolas Oresme, et habilitée à diriger les recherches.
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