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Avant-propos

Cet ouvrage vous propose, en un seul volume, toutes les clés nécessaires pour réussir
votre année de mathématiques en MP/MP*.

Cours complet

Rigoureusement conforme aux nouveaux programmes, il contient tous les outils pour
acquérir les connaissances et les savoir-faire indispensables.

Fiches de synthése et de méthodes

Pour une révision efficace avant les kholles ou les épreuves, I'essentiel du cours est pré-
senté de maniere synthétique sous forme de fiches de révision et complété par de nom-
breux conseils méthodologiques pour acquérir les bons réflexes.

Vrai/faux

Premiere étape vers I'entrainement, des vrais/faux vous permettent de tester rapide-
ment la compréhension du cours.

Exercices d'application

Application directe du cours, ces nombreux exercices sont assortis d'un corrigé détaillé.
Chacun a un niveau de difficulté clairement identifié : €00, @0 ou @ @e.

Sujets de concours

Pour se mettre en situation d’épreuves, une sélection d’exercices extraits de sujets de
concours vous est proposée. Tous ces exercices sont intégralement corrigés.



Table des matiéres

Préface . . . . o 5

Chapitre 1. GrOUPES . . . . . ottt e e e e e e e e e e e e e e e 7
1. Groupes et sous-groupes 7 — 2. Morphismes de groupes 10 - 3. Groupes finis 13 — Synthese et
méthodes 18 — Exercices 19 — Corrigés 23

Chapitre 2. ANNEaUX €L COIPS . . . . . o o i it e e e e e e e e e e e 31
1. Anneaux et sous-anneaux 31 - 2. Inversibilité, intégrité 34 — 3. Idéaux d’'un anneau commuta-
tif 38 —4. Anneaux Z/nZ 39 - 5. Anneau K[X] 45 - 6. Algebres 49 — Synthese et méthodes 53 —
Exercices 55— Corrigés 61

Chapitre 3. Eléments propres d'un endomorphisme ou d’une matrice carrée . ... ... ... 71
1. Généralités 71 — 2. Valeurs propres, vecteurs propres 73 — 3. Eléments propres en dimen-
sion finie 75 - 4. Polynémes d'un endomorphisme 81 — 5. Théoreme de Cayley-Hamilton 85
- 6. Théoreme de décomposition des noyaux 87 — Synthese et méthodes 89 — Exercices 90 —
Corrigés 95

Chapitre 4. Réduction des endomorphismes et des matricescarrées . . . ... .......... 105
1. Endomorphismes et matrices carrées diagonalisables 105 - 2. Endomorphismes et matrices car-
rées trigonalisables 110 — 3. Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes 114 —4. Trigonali-
sation al’aide des sous-espaces caractéristiques 117 — Synthese et méthodes 122 — Exercices 124
- Corrigés 130

Chapitre 5. ConNVeXite . . . . . . . . e e 141
1. Géométrie affine dans un espace vectoriel réel 141 - 2. Barycentres 142 - 3. Parties convexes
d’un espace vectoriel réel 146 — 4. Fonctions convexes d'une variable réelle 148 — 5. Fonctions
convexes dérivables, deux fois dérivables 152 — 6. Exemples d’inégalités de convexité 155 —
Synthése et méthodes 159 — Exercices 161 — Corrigés 165

Chapitre 6. Espaces vectorielsnormés . . . . . . . ... ... . ... ... 173

1. Normes et distances 173 — 2. Suites d’éléments d'un espace vectoriel normé 181 — Synthese et
méthodes 189 — Exercices 191 - Corrigés 197

Chapitre 7. Topologie des espaces vectorielsnormés . . . .. ...................... 207
1. Topologie d'un espace normé 207 — 2. Etude locale d’'une application 216 — 3. Applications
linéaires continues 225 — 4. Compacité 228 — 5. Connexité par arcs 233 — Synthése et mé-
thodes 238 — Exercices 240 — Corrigés 247

Chapitre 8. Espaces préhilbertiensréels. . . . .. ... ... ... ... ... . ... ... . . ... 261
1. Produit scalaire sur un espace vectoriel réel 261 - 2. Orthogonalité 264 — 3. Bases orthonormales
d’un espace euclidien 266 - 4. Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie 267
— 5. Suites totales de vecteurs 271 — Synthese et méthodes 276 — Exercices 278 — Corrigés 287

2I



Table des matieres

Chapitre 9. Endomorphismes des espaces euclidiens . . . ... ..................... 305

1. Isométries vectorielles 305 —2. Matrices orthogonales 310 — 3. Isométries vectorielles d'un plan
euclidien 314 - 4. Isométries d'un espace euclidien de dimension 3 318 — 5. Endomorphismes
symétriques 322 — Synthese et méthodes 327 — Exercices 329 - Corrigés 335

Chapitre 10. Séries numériques et vectorielles . . . . ... ... ... .. .. ... .. .. ..., 347

1. Séries d’éléments d'un espace vectoriel normé 347 — 2. Convergence absolue 348 — 3. Complé-
ments sur les séries numériques 353 — Synthese et méthodes 360 — Exercices 362 — Corrigés 367

Chapitre 11. Familles sommables de nombres complexes. . . ... .................. 375

1. Dénombrabilité 375 - 2. Familles sommables de nombres réels ou complexes 378 — 3. Séries
doubles 383 - Synthese et méthodes 388 — Exercices 390 — Corrigés 394

Chapitre 12. Suites et sériesde fonctions . . . . ... ... ........ ... ... ........... 399

1. Convergence d’'une suite de fonctions 399 — 2. Convergence d’'une série de fonctions 404 —
3. Intégration d'une limite uniforme sur un segment 406 — 4. Dérivation des suites et séries de fonc-
tions 409 - 5. Approximation des fonctions d'une variable réelle 412 - Synthese et méthodes 416
- Exercices 419 - Corrigés 425

Chapitre 13. Sériesenti€res . . . . . . . ... ... . e 437
1. Séries entieres d’une variable complexe 437 —2. Opérations sur les séries entieres 442 - 3. Ftude
sur le disque ouvert de convergence 445 — 4. Série entiere d'une variable réelle 446 — 5. Dévelop-
pement en série entiere 448 — Synthese et méthodes 452 - Exercices 454 — Corrigés 462

Chapitre 14. Fonctions vectorielles Arcs paramétrés . . . . ... .................... 477
1. Dérivation des fonctions vectorielles 477 - 2. Fonctions de classe 6% 480 - 3. Intégration sur un
segment 481 — 4. Formules de Taylor 488 - 5. Arcs paramétrés 492 — Synthese et méthodes 497 —
Exercices 499 — Corrigés 505

Chapitre 15. Intégration sur un intervalle quelconque . . . . . .. ... ... ... ... .. .... 521
1. Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a@,+o0o[ 521 - 2. Intégrabilité sur n intervalle
de la forme [a,+oco[ 523 - 3. Intégration sur un intervalle quelconque 527 - 4. Suites et séries de
fonctions intégrables 533 - 5. Intégrales dépendant d'un parametre 537 — 6. Quelques notions sur
la transformation de Laplace 544 — Syntheése et méthodes 548 — Exercices 551 — Corrigés 560

Chapitre 16. Probabilités sur un univers au plus dénombrable . . . . .. .............. 581

1. Espace probabilisé 581 — 2. Conditionnement 591 — 3. Indépendance 594 — Synthese et
méthodes 599 - Exercices 603 — Corrigés 607

Chapitre 17. Variables aléatoires discrétes . . . . .. ... ... ... .. ... . ..., 615
1. Variables aléatoires discretes 615 — 2. Couple de variables aléatoires 620 — 3. Espérance 626
- 4. Loi faible des grands nombres 639 — 5. Fonctions génératrices 640 — 6. Lois usuelles 643 —
Synthese et méthodes 648 — Exercices 657 — Corrigés 667



Table des matiéres

Chapitre 18. Equations différentielles linéaires. . . . .. ........... ... ..., 683

1. Equations différentielles linéaires d’ordre 1 683 — 2. Résolution de I'équation homogene 689 —
3. Résolution de I'équation complete 691 — 4. Equations linéaires 2 coefficients constants 693
- 5. Equations différentielles scalaires 696 — Synthese et méthodes 702 — Exercices 704 — Corri-
gés 709

Chapitre 19. Calcul différentiel . . . . . ... .. .. ... 719
1. Applications différentiables 719 — 2. Opérations sur les applications différentiables 723 — 3. Cas
des fonctions numériques 727 — 4. Fonctions de classe 4! 731 - 5. Dérivées partielles d’ordre
supérieur 734 — Synthese et méthodes 738 — Exercices 739 — Corrigés 747



Préface

Depuis leur création a la fin du xixe siecle (par Henri Vuibert, alors plus jeune agrégé de ma-
thématiques de France) les Editions Vuibert proposent des manuels scientifiques rédigés par les
meilleurs auteurs, tous professeurs passionnés par leur discipline et leur enseignement.

Ce fut donc avec un tres grand plaisir que je fus contacté pour diriger une nouvelle collec-
tion d’ouvrages scientifiques destinés aux étudiants préparationnaires, en adéquation avec les
nouveaux programmes de la rentrée 2013.

Nous avons réuni pour cette tache difficile des auteurs de grand talent, aussi bien pour leur
qualification disciplinaire que pour leur désir de communiquer leur savoir a un public de plus en
plus hétérogene.

Entre 1980 et 2010, le nombre d’étudiants de CPGE scientifique a plus que doublé, de nouvelles
sections ont vu le jour, des classes ont ouvert dans un grand nombre de villes; pendant cette
période, la formation initiale scientifique des éleves a la sortie de I'’enseignement secondaire
a beaucoup évolué, en méme temps que s’érodait le nombre d’heures alloué aux disciplines
scientifiques.

Lécart s’est donc creusé entre la terminale et les classes préparatoires aux grandes écoles. 11
revient alors aux manuels, comme aux professeurs, de faire preuve de qualités pédagogiques
exceptionnelles, sans jamais sacrifier la rigueur indispensable qui est une des forces de I’enseigne-
ment supérieur « a la francaise ». C’est dans ce but que les livres de la collection Vuibert Prépas
ont été pensés et rédigés. Ils sont destinés au plus grand nombre et visent a amener ce plus grand
nombre au niveau de I'excellence.

Le role d'un manuel de classe préparatoire n’est pas évident. Les étudiants disposent déja de
leurs notes de cours, et parfois de polycopiés, provenant d’enseignants fort compétents. Mais
chacun sait qu'on observe mieux une statue et qu’'on en apprécie mieux la beauté en la regardant
sous différents angles ; il en est de méme des disciplines scientifiques dans lesquelles une diversité
d’approches ne peut que faciliter la compréhension et I’assimilation de notions a priori abstraites
et difficiles. En ce sens, les ouvrages de la collection « Vuibert Prépas » constituent une aide
conséquente pour les éleves de CPGE scientifiques.

A lire ces ouvrages, que ce soit dans les disciplines qui sont les miennes, Mathématiques et
Informatique ou dans des disciplines qui me sont moins familieres comme la Physique, la Chimie
ou les Sciences de I'Ingénieur, je ne peux étre qu'admiratif devant le talent des auteurs de toutes
origines qui, dans des délais tres courts, ont eu a ceeur de faire passer leur amour pour la science
et pour son enseignement.

Je suis certain que le public préparationnaire partagera mon enthousiasme pour cette collection
qui marque le retour des éditions Vuibert au service de ces filieres.

Denis Monasse






Chapitre

Convexiteé

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace vectoriel sur le corps des réels.

1. Géométrie affine dans un espace vectoriel réel

1.1. Points et vecteurs

Les éléments de I'espace vectoriel E peuvent étre considérés tanto6t comme des points, tantot
comme des vecteurs reliant deux points. Si deux éléments a et b de E sont notés comme des points
A et B, on définitle vecteur AB=b —a. On pourra écrire B=A +AB , mais on n’écrira jamais de
somme ou de différence de deux points.

Comme points et vecteurs sont éléments d'un méme ensemble, cette distinction est purement
subjective. Elle permet d’avoir une vision géométrique dans laquelle tous les points jouent le
méme role, tandis qu'il existe un vecteur particulier : le vecteur nul. Le choix d'une origine O,
qui peut étre quelconque, permet de modifier a volonté la correspondance point/vecteur, en
identifiant un point M et le vecteur OM.

1.2. Sous-espace affine de E

Définition 5.1. Sous-espace affine

Une partie F de E est appelée sous-espace affine de E s'il existe un sous-espace vectoriel F’
de E tel que :
—
* V(A,B)EF?, ABEF'
e VA€F, VxeF,A+x€F

Le sous-espace vectoriel F’ est appelé direction du sous-espace affine F, ou espace vectoriel
sous-jacent a F.

C

Remarque

Un sous-espace affine non nul F est défini par un point O€F et sa direction F’.
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Exemples

* Si A et B sont deux points distincts, la droite (A B) est le sous-espace affine passant par
A, de direction Vect(ﬁ).

* SiA, B, C sont trois points non alignés, le plan (A BC) est le sous-espace affine passant
par A, de direction Vect(;ﬁ ,A_C)).

¢ Nous verrons dans le chapitre 18 que I'’ensemble des solutions d'une équation diffé-
rentielle linéaire est un sous-espace affine de I’espace des fonctions, défini par une
solution particuliere et admettant pour direction I’ensemble des solutions de I'équation
homogene associée.

2. Barycentres

Dans la suite du chapitre, les éléments de E seront toujours appelés points.

2.1. Barycentre d'un systeme de points pondérés

Définition 5.2. Point pondéré d’'un espace vectoriel réel

On appelle point pondéré (x, @) un élément de E x R. Le réel a est appelé coefficient (ou, dans
les applications en physique, masse) du point pondéré (x, a) .

Définition 5.3. Barycentre d’'un systeme de points pondérés

Soit (x;, ;)ien,»7 une famille finie de points pondérés de E dont la somme des coefficients

n
Y a; est non nulle. On appelle barycentre de la famille (x;, a;) le point g de E défini par :
i=1

n
Z aiXi
i=1
n
T
i=1

Si tous les coefficients sont égaux, G est appelé isobarycentre de la famille.

g:

Remarque

En notation affine, la relation définissant le barycentre G de la famille (A;, @;) :

L0 —
aiOAi

— =

0G="————

n

X a

i=1




Chapitre 5 — Convexité

est indépendante du point O choisi. Elle équivaut a :

& —
ZaiGAi =0
i=1

Exemples

¢ SiA et B sont deux points distincts :
— l'isobarycentre de (A, B) est le milieu du segment [AB].
A G B — s o 5iio8
S GA+GB=0; 0G =5+~
— le barycentre de ((A,1),(B,2)) est le point qui partage le segment [AB] aux 2/3.
A G B — =2 &  52_0A+20B
e GA+2GB=0; 0G ==——H5=~—
— le barycentre du systeme ((4, 1),(B,—2)) est le symétrique de A par rapport a B.
A B ad —_— - — —_ g
P GA—-2GB=0; OG =-0A+20B
e SiA, B, C sont trois points non alignés :
— l'isobarycentre de (4, B, C) est le point de concours des trois médianes du triangle

ABC.
=2 =R.~A_m  =2_0A+0B+0C
GA+GB+GC=0; OG=f
B C
— le barycentre du systeme ((4,1),(B,—1),(C, 1)) estle point G tel que AGC B soit un
parallélogramme.
G
2 =2 == o =2 0A-0B+0C
GA—-GB+GC=0; oG = 3
B C

e Sidim(E)=3etsiA,B,C,D sont quatre points non coplanaires, tout point de E est
barycentre de ces points affectés de coefficients convenablement choisis.

Application (En physique ou en sciences de I'ingénieur)

Si (A;) est un systeme de points matériels, de masses respectives (), le barycentre de la
famille (A;, m;) est appelé centre de masse ou centre de gravité du systeme. C’est le point
d’application de la résultante des poids des points du systeme. Si ces points sont reliés par
des tiges rigides de masses négligeables, c’est le point ol il faut suspendre le systeme (ou le
poser sur une pointe) pour qu'il tienne en équilibre.
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B C

Figure 5.1. Ici, ma =mp=1g ; mc =2g. Le systéme est suspendu au point G, barycentre
du systéme ((4,1),(B,1),(C,2)). C'est le milieu du segment joignant C au milieu de [AB].

La théorie de I'intégration permet de généraliser cette notion a un ensemble infini de points
matériels formant un solide.

Proposition 5.1.

Soit (A;)ien,»y une famille finie de points de E. Lensemble des barycentres de ces points
affectés de masses quelconques de somme non nulle est le plus petit sous-espace affine
contenant tous ces points.

Démonstration
. —_— . . .
Soit F’ =Vect (A;A;, (i,j)€[[1,n]]?). est clair que :
—
* SiG et G’ sont deux barycentres des points A;, GG’ € F’.
* Si G est un barycentre des points A; et X' € F/, alors G + X" est encore un barycentre des
A;.

Lensemble des barycentres des points A; est donc bien un sous-espace affine de E. De plus,

tout sous-espace affine de E contenant tous les points A; contient nécessairement tous les
barycentres de ces points.

2.2. Propriétés des barycentres

Dans la suite du chapitre, les éléments de E seront toujours appelés points.

Proposition 5.2.

1. Commutativité
Le barycentre d'un systeme est indépendant de I'ordre des points pondérés.

2. Homogénéité
Le barycentre d'un systeme est inchangé si I'on multiplie toutes les masses par un
méme réel non nul.

3. Associativité
Le barycentre d'un systeme est inchangé si I’on remplace un sous-systeme de masse
totale non nulle par son barycentre partiel affecté de cette masse.

144 I



Chapitre 5 — Convexité

Démonstration

1. La commutativité est évidente.
2. Le barycentre est inchangé sil’on remplace, pour tout i €[[1,n]], a; par Aa; avec A€R*.
n
3. Soit (x;, a;)ien,»y un systeme de points pondérés de masse Z a; #0 et de barycentre
i=1
g.On suppose que n = 2. Soit un sous-systeme de p points pondérés de masse non
nulle (1 <p <n —1). En permutant les points pondérés, on peut considérer qu’il s’agit

p
des p premiers: Y a; # 0. Soit h le barycentre du sous-systeme (x;, &;)ic1,]-
i=1

n n p n n
Zai g:Zaixi:Za,-xi—f- Z aixX;= Zai h+ Z a;xX;
i=1 i=1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1
ce qui prouve que g est le barycentre du systeme :

p
h;zai r(xp+1’ap+l)y"'»(xn’an)

i=1

Application (Sept droites concourantes dans un tétraedre)

Montrons que, dans un tétraédre (A BCD), les trois droites joignant les milieux de deux cotés
opposés ainsi que les quatre droites joignant un sommet au centre de gravité de la face
opposée sont toutes les sept concourantes.

Figure 5.2. Un tétraédre et les sept droites concourantes en son isobarycentre.
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11 suffit de remarquer que l'isobarycentre de A, B, C, D est a la fois I'isobarycentre des
milieux de deux c6tés opposés, et le barycentre d'un sommet affecté de la masse 1 et de
I'isobarycentre des trois autres affecté de la masse 3.

3. Parties convexes d'un espace vectoriel réel

3.1. Segment

Définition 5.4. Segment

Etant donné deux points x et y de E, on appelle segment [x,y ] 'ensemble des barycentres
de x et y affectés de coefficients positifs. En ramenant la somme des coefficients a 1, on peut
dire que [x,y ] est 'ensemble des barycentres des systemes {(x,A),(y,1 —A)} ot A € [0,1],
c'est-a-dire :

[x,y]l={Ax+(1—-A)y, A€[0,1]}

Remarque

Si E =R, onretrouve la définition d’'un segment de R, c’est-a-dire un intervalle fermé borné.
Pour tout (x,y)€R? tel que x <y, par définition, [x,y] = {z €R, x <z < y}. Attention, si
x>y, alors {z€R, x <z <y}=@. 1l faut écrire : {z€R, y <z <x}.

3.2. Partie convexe de E

Définition 5.5. Partie convexe

Une partie X de E est dite convexe si, des qu’elle contient deux points x et y, elle contient le
segment [x,y].
V(x,y)eX?, [x,y]lcX

y
X/X

Figure 5.3. Une partie convexe du plan.

y
y
X/X X

Figure 5.4. Dans le plan, un disque est convexe, un cercle ne |'est pas.
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Exemples

¢ Les parties convexes de R sont les intervalles.

¢ Un sous-espace affine est convexe.

¢ Une demi-droite, un demi-plan sont convexes.

¢ Si E est muni d'une norme, la boule fermée {x, ||x|| < R} est convexe.
¢ Enrevanche, la sphere {x, ||x|| =R}, avec R > 0, n’est pas convexe.

Proposition 5.3.

Lintersection d'une famille quelconque de convexes est convexe.

Démonstration

Soit (C;);e; une famille de convexes et C = ﬂ C; son intersection. Soit (x,y)eC?; alors, pour
iel

toutiel : (x,y)eCl.z, donc [x,y] € C;. En définitive, [x,y] € C, donc C est convexe.

3. Stabilité par barycentration a coefficients positifs

Proposition 5.4.

Une partie X de E est convexe si et seulement si elle est stable par barycentration a coefficients
positifs, c’est-a-dire si le barycentre de toute famille finie (x;, @;);ep1,»] de points pondérés de

n
X, avec pourtoutiel,a; =0et Z a; >0, appartient a X.
i=1

Démonstration
Si X est stable par barycentration a coefficients positifs, elle est en particulier convexe.

Réciproquement, soit X une partie convexe. Montrons par récurrence que, pour tout entier
n =2, X est stable par barycentration a coefficients positifs de n points.
e Pour n =2, onretrouve la définition d'une partie convexe.
* Soit n = 2 tel que, pour toute famille de n points pondérés de X a coefficients positifs
non tous nuls, le barycentre appartient a X. Soit alors (x;, @;)ie1,n+1] une famille de
n + 1 points pondérés de X a coefficients positifs. Si a;,...,a, =0, le barycentre est
Xn+1, qui appartient bien a X. Sinon, on ne change pas le barycentre du systeme en
remplacant les n premiers points par leur barycentre partiel, qui appartient a X d’apres
n
I'hypothese de récurrence, affecté du coefficient Y a; qui est strictement positif. On
est donc ramené au barycentre de deux pointsla%fectés de coefficients positifs : il
appartient a X.
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4. Fonctions convexes d'une variable réelle

4.1. Fonction convexe de R dans R

Rappel (Graphe, épigraphe)

Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle 1.

On appelle graphe de f I'ensemble I'y ={(x,y)€I xR, y = f(x)}.

On appelle épigraphe de f 'ensemble F]f ={x,y)el xR, y = f(x)}, c’est-a-dire 'ensemble
des points situés au-dessus du graphe de f.

X

Figure 5.5. Graphe et épigraphe de la fonction x rx2.

Définition 5.6. Fonction convexe

Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I. On dit que f est convexe sur I si:

V(x,y)eI?, VAe[0,1], f(Ax+(1—-A)y)<Afx)+(1-A)f(y)

Remarque

Cette définition exprime le fait que I'image par f du barycentre de deux points de I a
coefficients positifs est inférieure ou égale au barycentre des images de ces deux points.

Proposition 5.5.

Une fonction est convexe si et seulement si tout arc de son graphe est situé en dessous de la
corde correspondante.

Démonstration

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, de graphe I'y. Soit M et N les points de I'y
de f d’abscisses respectives x et y. Soit G le barycentre du systeme (M, A),(N,1— A). Les
coordonnées de G sont (Ax +(1—A)y, Af(x)+(1—A)f(y)). Soit P et G les points d’abscisse
Ax 4+ (1 — A)y respectivement sur la corde et sur 'arc correspondant. Lordonnée de P est
f(Ax +(1—A)y). Par définition, f est convexe si et seulement si, quels que soient M, N et A,
le point P est situé en dessous du point G.
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FON N
A+ =21 )

f&x) 1

S +=2) 5

X )Lx+(1'—7t)y Y X

Corollaire 5.6.

Une fonction est convexe si et seulement si son épigraphe est convexe.

Démonstration
Supposons f convexe. Soit (4, B) el"}r2 et soit A’, B’ les points
du graphe de f de mémes abscisses respectives que A et B. Le
segment [A B] est au-dessus dela corde [A’ B’] donc a fortiori au-
dessus de I'arc correspondant. [AB] CI'f, donc F;E est convexe.

Réciproquement, si 1";5 est convexe, toute corde est au-dessus de l'arc correspondant : la
fonction est convexe sur R.
Exemple
y
La fonction valeur absolue x —|x| est convexe. Son épigraphe
est'intersection de deux demi-plans : il est convexe.

Vocabulaire

Une fonction est dite concave si son opposée est convexe. Toutes les propriétés sont inversées :

tout arc est au-dessus de sa corde. La région du plan située en dessous du graphe de f est
convexe.
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Exemple

La fonction x —+/x est concave sur R,.

4.2. Généralisation : Inégalité de Jensen

Proposition 5.7. Inégalité de Jensen

Soit f une fonction convexe sur un intervalle 1.

n n n
Vn>2, Yxy,...,xp) €1, V(A An)€RE, D Ai=1 :f(Z)\ix,-) <D Aifx)
i=1 i=1 i=1

Démonstration

Si f est convexe, son épigraphe est convexe, donc stable par barycentration a coefficients

positifs. Pour tout i €[[1, n]], le point A; de coordonnées (x;, f(x;)) appartient a I'épigraphe,
n n

donc le barycentre du systeme (A;, A;), de coordonnées (Z Aixi, Z Aif(x;)) appartient a

i=1 i=1
I'épigraphe, c’est-a-dire :

f (ilixi) < ikif(xi)
i=1 i=1

4.3. Croissance des pentes des sécantes dont une extrémité est fixée

Proposition 5.8.

Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I non vide et non réduit a un
singleton.
f est convexe sur I si et seulement si, pour tout x € I, la fonction @, :
flt)-f(x)
et S

t—x

t

est croissante sur I\{x}.

Démonstration

* Supposons f convexe sur I. Soitx €I et t;, t, deux éléments de I'\ {x}. Supposons pour
fixer les idées que x < t; < f,. On peut poser t; = Ax + (1 — A)t, avec A €]0, 1[. Comme
[ estconvexe :

Ft) S Af(x)+ (1= A)f(22)
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dou: f(t1)—fx)<A-A)(f(r2)—fx))
or, t1—x=(1—-A)to—x) et t;—x>0
fle) = fx) _ ft2)— f(x)

f—x fr—Xx

dour:

X A I X

La démonstration est pratiquement la méme lorsque f; <x <t out; <t <X.
On en déduit que I'application @, est croissante sur I\{x}.

e Réciproquement, supposons que ’application @, soit croissante quel que soitx €1.
Soit (x,y)€I? avecx <y, et A€]0,1[. Posons z =Ax +(1 —A)y, d'oix <z <y.

fR)-fx) _ fO)-f(x)

~
z—Xx y—x

dou: f(z)sf(x)+;%§(f(y)—f(x))

Z—X

y—x

or,

=1-1, dou: fR)<fE)+A-V(f)-fx))
etenfin: f(z)<Af(x)+1-A)f(y)

Cette inégalité est évidente pour A =0 ou 1; elle est donc établie pour tout A € [0, 1],
par conséquent f est convexe.

Remarque

Graphiquement, cette propriété signifie que la pente d’'une sécante dont on fixe une extrémité
est une fonction croissante de I'autre extrémité.

De méme, f est concave si et seulement si cette méme application est décroissante.

[ Corollaire 5.9.

Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I ouvert non vide et non réduit a

un singleton. Si f est convexe sur I, elle est dérivable a gauche et a droite en tout point de I,

donc a fortiori continue sur I. De plus, pour tout (x,y)€l? telque x <y :

f)—fx)
y—x

Fe) < fh(x) <

<L)
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Démonstration

Soit x €. Lapplication ®, de I\{x} dans R : ¢ HW étant croissante, elle admet une

limite a gauche et une limite a droite en x (car x n’est pas une borne de I) et :
lim f(t) f(X) lim f(t)- f(X)

t—x— t—»x+ t—

Donc f est dérivable a gauche et a droite en x et fé (x)< f‘fl (x).
Soit (x,t,y) € I® tel que x < t <y.Comme &, est croissante, ®,(t) < d,(y), c’est-a-dire :

fO=F) _ f0)=f&)

t—x  y-x

En faisant tendre ¢ vers x, on obtient : f)(x)< f U/y) / (x).
De méme, ®,, étant croissante, ®,(x) < ®,(¢), c’est-a- dlre :
fE)-10) _ FO)— 1)
x-y  t-y

En faisant tendre ¢ vers y, on obtient : %}{U}) <f é(y). D’ou 'inégalité attendue.

Remarque

Il est important de remarquer que, sil'intervalle I n’est pas ouvert, une fonction convexe (ou
concave) sur I n'est pas nécessairement dérivable a droite ou a gauche en une borne de I.
Par exemple, la fonction x +—+/x est concave sur [0, +00[, mais elle n’est pas dérivable a droite
en 0. Ici, tllr(r)1+ ®(t)=+o00.

5. Fonctions convexes dérivables, deux fois dérivables

5.1. Fonctions convexes dérivables

Proposition 5.10.

Une fonction de R dans R, dérivable sur un intervalle I, est convexe sur [ si et seulement si
sa dérivée est croissante sur I.

Démonstration
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
* Supposons f convexe sur I. Soit (x,y) € I? avec x <y.D’apres le corollaire 5.9 :

f,(x)<f(y) 1) piy)

Donc f” est croissante sur I.

152 I



("
Chapitre 5 — Convexité U}
‘4.

* Supposons f” croissante sur I. Soit (x,y) € I tel que x <y ety = mx + p I'équation de Rv’
la droite joignant les points d’abscisses x et y du graphe de f. Soit g la fonction définie
parg(t)=f(t)—(mt+p)pourt el.

g est dérivable sur [x,y] et g’(¢)= f’(t) — m. D’apres le théoreme des accroissements
finis, il existe ¢ €]x,y [ tel que f’(c) = m, c’est-a-dire g’(c) = 0. La fonction g’ étant
croissante, elle est négative sur [x, c] et positive sur [c,y]. D’ol les variations de g.

t|x c y
g’ - 0 +

0 0
8 N /

La fonction g est donc toujours négative : la courbe est en dessous de sa corde, f est
donc convexe sur I.

Remarque

De méme, une fonction dérivable est concave sur I si et seulement si sa dérivée est décrois-
sante sur I.

Exemples

* La fonction exponentielle x +—e* est convexe sur R, puisque sa dérivée est croissante.
¢ Lafonction logarithme népérien x —Inx est concave sur R’ , puisque sa dérivée est
décroissante.

.2.  Fonctions convexes deux fois dérivables

Corollaire 5.11.

Une fonction de R dans R deux fois dérivable sur un intervalle I est convexe sur I si et
seulement si sa dérivée seconde est positive sur I.

Démonstration
Sur l'intervalle I : f” est croissante si et seulement si f” est positive.

Remarque

De méme, cette fonction est concave sur I si et seulement si sa dérivée seconde est négative
surl.

Définition 5.7. Point d’inflexion

En un point ot la dérivée seconde s’annule en changeant de signe, le graphe change de
concavité : on dit qu’il s’agit d'un point d’inflexion.
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5.3. Position par rapport a une tangente

Proposition 5.12.

Le graphe d’'une fonction convexe dérivable sur un intervalle I est au-dessus de chacune de
ses tangentes.

Démonstration

Soit f une fonction convexe dérivable sur I. Une équation de la tangente au graphe de f en
un point xg est y = f(xo) + f’(x0)(x — Xo).

Posons h(x)= f(x)— (f(xo)+ f’(x0)(x —x0)). La fonction  est dérivable sur I et, pour tout
xel, h(x)=f"(x)— f'(x0). f’ étant croissante sur I, les variations de i sont données par le

tableau suivant. X Xo
|- 0 +
h |\ /

0

On en déduit que & est toujours positive : le graphe est au-dessus de sa tangente.

h(x)

Xo X

Figure 5.6. Le graphe d’une fonction convexe dérivable
sur un intervalle I est au-dessus de ses tangentes.

Remarque

De méme, le graphe d'une fonction concave dérivable sur I est en dessous de ses tangentes.
En un point d’inflexion, le graphe traverse sa tangente.

Figure 5.7. Un point d'inflexion en 0. Sur R_, la fonction est concave, le graphe est en dessous
de la tangente en 0. Sur R, la fonction est convexe, le graphe est au-dessus de la tangente en 0.
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Synthese et méthodes

Convexité

Barycentres

n
Pour placer le barycentre g du systeme (x;, &;)i1,,], avec Z a; #0:
i=1

n n
 On peut utiliser la définition: g = (Z a,-xi) /(Z a,-)
i1

i=1

— no__, n
ou, en notation affine: OG = (Z aiOAl-) /(Z a,-).
i=1 i=1
¢ On peut regrouper des sous-familles de masse non nulle en les remplacant par leur

barycentre partiel.
n
Pour utiliser le barycentre g d’un systeme (x;, @;)i[1,n], avec > a; #0:

i=1

i=1 i=1

n n
* On peut remplacer Y a;x; par (Z a,-) g.

n
* On peut remplacer Y a;(x; — g) par 0.
i=1

Parties convexes

Pour montrer qu'une partie X d’'un espace vectoriel réel est convexe :

¢ On peut montrer que, pour tous points x ety de X, [x,y] C X.
¢ On peut montrer que X est une intersection de parties convexes.

Pour utiliser 'hypothése qu'une partie est convexe :

¢ On peut affirmer que, pour tous points x ety de X, [x,y] C X.
¢ On peut affirmer que X est stable par barycentration a coefficients positifs.

Fonctions convexes

Pour montrer qu'une fonction f est convexe sur un intervalle I :
¢ On peut montrer que, pour tout (x,y)€I? et pour tout A€[0,1] :

fAx+1-2)y) <Afx)+1-Af ()

¢ On peut montrer que f est une somme de fonctions convexes.

* Sil'onsait que f est dérivable, on peut montrer que sa dérivée est croissante.

* Sil’on sait que f est deux fois dérivable, on peut montrer que sa dérivée seconde est [..
positive. [\:l
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Pour utiliser I'hypothése qu'une fonction f est convexe :

¢ On peut utiliser la convexité de 'épigraphe de f.

e On peut utiliser 'inégalité de Jensen.

* On peut utiliser la croissance des pentes d'une sécante au graphe dont une extrémité
est fixée.

¢ Silintervalle I est ouvert, on peut affirmer que f est continue, dérivable a gauche et a
droite en tout point de I.

* Sil'on sait que f est dérivable, on peut affirmer que son graphe est au-dessus de
chacune de ses tangentes.

Inégalités de convexité

Pour démontrer une inégalité, on peut chercher une fonction convexe dont I'expression
de la convexité, par 'intermédiaire de la définition ou de I'inégalité de Jensen, équivaut a
I'inégalité cherchée.

Exemples
e Inégalité arithmético-géométrique :

X1+ +x
V(xy,...,x,)ER ", WETa, < AT

e Lemme de Holder :
1 1
V(x,y)eR?, Y(p,q)€]l,+ool* avec P + 7 =1, xy<
e Inégalité de Holder :

1 1
V(ai)ERj_n, V(bi)GRj_n, V(p,q)E]l,-l-OO[z avec ;+6_]:1

n n Up ron 1/q
Zaibi < (Zaip) (Zbiq)
im1 i=1 i=1

e Inégalité de Minkowski :

Vpell,+oof, V(ai)iep,n€RY, V(bidiepng ERY,

n r n p n p
(Za;/p) + (Zb:/p) < (Z(ﬂi-i-bi)l/p)
i=1 i=1 i=1
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Vrai ou faux ?

Exercices
Convexité

Vrai Faux

a) Tout point d'une droite (AB), avec A # B, est un barycentrede [ O
AetB.

b) Le systeme {(A,2),(B,—1),(C,—1)} possede un barycentre a O
unique.

¢ Laréunion de deux parties convexes est convexe. O O

d) Lintersection d'une famille infinie de parties convexes est O O
convexe.

e) Une partie C telle que, pour tout (4, B)eC?, le milieu de [AB] a O
appartient a C est convexe.

f) Le graphe d’'une fonction convexe est convexe. O O

g) Une fonction convexe sur un intervalle ouvert est continue sur [ O
cet intervalle.

h) Une fonction convexe sur un intervalle ouvert est dérivable sur O O
cet intervalle.

i) Une fonction convexe sur un intervalle quelconque est O O
dérivable a droite en tout point de cet intervalle.

) Sif estune fonction deux fois dérivable, son graphe présente O O
un point d’inflexion en tout point o1 la dérivée seconde de f
s’annule.

Exercices

®00 Exercice 1
Montrer que, pour tout x €0, %], %

@00 Exercice 2
Soit f une fonction convexe majorée sur R. Démontrer que f est constante.

sinx
s 5~ <Ll

I 161



Mathématiques MP / MP*

@00 Exercice 3
Soit f une fonction concave de R, dans Ry. Démontrer que :

V(x,y)eR?, fx+y)<f)+f(y)

ee0O Exerciced
Soit f une fonction réelle deux fois dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans R* . Pour tout réel
a, on considere la fonction g, définie sur I par: g,(x)=e% f(x).
Montrer que la fonction In f est convexe si et seulement si, pour tout a € R, la fonction g, est
convexe.

@00 Exercice5

1) Montrer que la fonction x —1n(1 + e*) est convexe sur R.
2) En déduire que, pour toute famille finie (x1,%2,:-,x,) de réels strictement positifs :

n n
1 1
1 +l_[(xk)7 < l_[(xk +1)
k=1 k=1
3) Démontrer que, pour tout entier n strictement positif :

a) l+nli <(n+1)!s

b) 1+ <(m+1)s

nls
®e0O Exercice 6
. e “ dr
Soit f la fonction définie par : flx)= nt
X

1) Démontrer que:

2lnx

x2-1

2) En déduire que f admet une limite finie au point 1.

3) Montrer que la fonction f, prolongée par continuité en 1, est dérivable sur R’ et calculer sa
dérivée.

4) Déterminer un développement limité a I'ordre 3 de f au voisinage de 1.

Vx eRI\{1}, Vre[l,x?],

(t=1)<Inr<tr-1

eee® Exercice 7 Enveloppe convexe. Lemme de Kakutani
Soit X une partie non vide d’'un espace vectoriel réel E. On appelle enveloppe convexe de X
I'intersection de tous les convexes contenant X. On la note Conv(X).
1) Montrer que Conv(X) est convexe.
2) Montrer que Conv(X) est 'ensemble des barycentres a coefficients positifs des points de X.
3) Soit C un convexe non vide et x un point n’appartenant pas a C. On désigne parI'l'enveloppe
convexe de C U{x}. Montrer qu'un point y appartient aI" si et seulement si il existe un point
z de C tel que y appartienne au segment [x,z].
4) Soit C, et C, deux convexes non vides disjoints tels que C; UC; # E. Soit x un point de E qui
n'appartient ni a C; ni a C,. On désigne parI'; etI'; les enveloppes convexes respectives de
C1U{x} et C,U{x}. Montrer que 'une au moins des parties C; NI'; ou C, NT; est vide.
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Sujets de concours

Sujet A Oral X MP (Question subsidiaire pour juger du bon sens du candidat)

Une chaine est constituée de maillons identiques de méme masse. On sait que, suspendue entre
deux points, la chaine prend la forme d'une courbe justement appelée « chainette » qui est
semblable au graphe de la fonction cosinus hyperbolique. On saisit le point le plus bas de la chaine
pour la tendre jusqu’a ce qu’elle prenne la forme d’un triangle. Que devient le centre de gravité de
la chaine dans ce mouvement 2 Monte-t-il, descend-il ou reste-t-il immobile ?

Sujet B Oral Mines MP
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, telle que :

ery) S+ fG)
2 ) 2

veeert, 1

Montrer que f est convexe sur /.

Sujet C Extrait de Mines-Ponts PSI 2011
1) Soit A €]0,1[ eta,b € RT. Montrer que :
Aa+Q1—-Ab=a*b'

On pourra introduire une certaine fonction auxiliaire dont on justifiera la concavité.
Montrer en outre que, pour toutréel u >1:

(Aa+(1-2)b)" < Aa™ +(1—A)b"
2) Soita,b € R* et A €]0, 1[. Montrer que :
(a+bY <a*+b*

Sujet D Extrait de ISFA 2006 (Institut de science financiére et d'assurances)
Partie A
Soit F I'ensemble des fonctions ® définies sur I =] — 1,+00[, convexes et telles que, pour tout x de
I:
d(x+1)=0(x)+In(x +1)
1) Montrer I'égalité ®(x) = ®(x +n)—In((x +1)---(x +n)) pour tout n entier strictement positif.
2) Montrer que, pourx >0:
In(x) < tI)’g(x) <) (x)<In(x+1)

3) En déduire que lirP (@ (x) — @, (x)) =0.
X—+00
4) Démontrer que la fonction ® est dérivable sur ] — 1,+00][.

Partie B
Soit la suite de fonctions définies sur ] — 1,+o00[ par:

Up,(x)=xIn (1+l) —ln(1+£) (n eN%)
n n
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1)

2)

3)
4)
5)

6)

Montrer que, pour tout x €1, la série Z un,(x) est convergente.

n
On note S,,(x)= Z ur(x)la suite des sommes partielles et S(x) la somme de la série.
k=1
Montrer que 'on peut écrire S, (x) sous la forme :

S,(x)=In(n!)+xIn(n + l)—Zln(x +k)
k=1

En déduire que les fonctions x —S,(x) sont convexes, puis que la fonction S est aussi
convexe.

Montrer que la fonction S est un élément de F.

Montrer que, pour tout x de I, la suite n -S(x + n) —x In(n + 1) — In(n!) a pour limite 0.
Réciproque I.

Soit f une fonction définie sur I telle que :

flx+1)=f(x)+In(x+1)
nl_l)I}_loo (fx+n)—xIn(rn+1)—In(r!)) =0

Montrer que f est égaleas.
Réciproque II.
Soit f une fonction définie sur ! telle que :

f(0)=0
fx+1)=f(x)+In(x+1)
f est convexe

Montrer que f est égale a S.

Indication : Démontrer que f et S sont dérivables et comparer leurs dérivées.

(Si vous n'avez pas encore étudié la dérivation des séries de fonctions, dans le chapitre 12, vous
pourrez admettre que S est dérivable sur I et que S'(x) = nl—i»TooS/" (x).)
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Corrigés

Convexité

Corrigés des Vrai/Faux

a) Vrai.

b) Faux. La somme des coefficients est nulle.

o Faux. Dans R, [0,1]U[2,3] n’est pas convexe.

d) Vrai.

e) Faux. Lensemble Q n’est pas une partie convexe de R.

f) Faux. On peut le dire de son épigraphe.

g) Vrai.

h) Faux. Exemple : x —|x|.

i) Faux. Exemple : x — — /X est convexe sur R, mais non dérivable a droite en 0.

j) Faux. Exemple : x —x*. La dérivée seconde s’annule en 0 sans changer de signe, il n’y a pas
d’inflexion.

Corrigés des exercices

Exercice 1

La fonction sin est deux fois dérivable sur [0, E] et sa dérivée seconde, — sin, est négative : elle est
concave sur cet intervalle. Par conséquent, son graphe est au-dessus de la sécante et en dessous
de la tangente au point (0, 0).

y

T 2

Vx€[0,=], —x<sinx<x
2 T

R 2 _sinx

D'ou, pourx >0: —< <1
s X
T
O E X
Exercice 2

Supposons qu'il existe (a,b) € R? tel que a < b et f(a) < f(b). Pour tout x > b, on aura :

f&)-f®) _ fb)-f(a)
x-b 7 b-a
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on en déduirait que lirP f(x) =400, en contradiction avec I'hypothése. Méme raisonnement si
X—+00
f(a)> f(b), en considérant x < a et en faisant tendre x vers —oo.

Exercice 3
Soit (x,y)€R? ; alors 0 < x < x +y. Appliquons la décroissance des pentes d’extrémité fixée

enx:
fE)-fO) _ fx+y)-fx)
x - y
D’oli, comme x et y sont positifs: y f(x)—y f(0) = xf(x +y)—xf(x), c’est-a-dire :
(1) +y)fx)=xflx+y)+yf0)
De méme, en partantde 0 <y <x +y, on aboutita:
@) +y)fy)zyflx+y)+xf(0)
En ajoutant membre a membre les inégalités (1) et (2), on obtient :
x+Y)(fx)+F) = +y)f (& +y)+(x +y)f(0)

En divisant par x +y, qui est positif et que 'on peut supposer non nul puisque le cas x =y =0 est
évident,on a:

JE)+ )= flx+y)+£(0)
A fortiori, f(x)+ f(y) = f(x +y), puisque f(0) > 0.

Exercice 4
. ’ . L f//f_f/z .
Supposons In f convexe. Sa dérivée i est croissante, sa dérivée seconde — est positive.
D’out:
Vxel, f(x)f(x)-f'(x)>0
Calculons la dérivée seconde de g, al’aide de la formule de Leibniz :
Vxel, gl(x)=(a’f(x)+2af'(x)+[f"(x))e™

Pour x fixé, a?f(x)+2a f'(x)+ f”(x) est un trin6me du second degré en a, dont le discriminant
réduit est :

A= f(x) = Fx)f"(x)

D’apres ce qui précede, ce discriminant est négatif : le trinome garde donc un signe constant sur
R, celui de son coefficient dominant f(x), c’est-a-dire positif. On en déduit :

VaeR, Vxel, gl(x)=0

donc g, est convexe sur I.
Réciproquement, supposons que, quel que soit a €R, g, soit convexe sur I. Alors g/ est positive ;

pour tout x €1, le trinéme a?f(x)+2a f’(x)+ f”(x) garde un signe constant : il a donc au plus une
racine réelle, son discriminant est négatif :

Vxel, f(x)-fx)f"(x)<0

On en déduit que la dérivée seconde de In f est positive sur I :In f est convexe.
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Exercice 5
1) Lafonction f définie par f(x)=In(1+e*) est dérivable sur R et :
VxeR, )= —— =1 —
1+e* 1+e*

La fonction x 1+ e* est croissante, x HH_;ex est décroissante et, par conséquent, f’ est crois-

sante : f est convexe.
2) Appliquons l'inégalité de Jensen a la famille de réels (Inx,;,Inx,,--,Inx,), avec des coeffi-

) ) s 1.
clents tous egaux a n:

n

<! 1
In (1+exp2;lnxk) < Z;ln(l-ﬁ-elnxk)
k=1

k=1

ce qui équivaut a:
n

n
1 1
n(+] Jer™) < > —In(u+1)
k=1

k=1

n
Zln(l +Xp)n
k=1

n n
1+] Juer < JJa+xon
k=1 k=1

3) En choisissant pour tout k € [[1,n]] : xx =k, on obtient :

N

n
In (1 -I-l_-[xk%)
k=1

1+nls <(n+1)!x

En choisissant x; = % :

ce qui équivauta:

Exercice 6
1) Lafonction In étant concave, son graphe sur I'intervalle [1,x2] est compris entre la corde et la

tangente au point d’abscisse 1 :
2lnx
x?-1

vt e[1,x%], (t-1)<Int<t-1
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2) La fonction x —1/x étant décroissante aussi bien sur R* que sur R*, on a, pour tout x
strictement positif différent de 1 :

1
Vie[l,x?], —<—<
t—1 Int " 2lnx t—1

En supposant x > 1 et en intégrant sur [x,x?] :

2 2 2
Todr Tdr x2-1 (7 dr
—<[ —= =
r—1 Int ~ 2Inx t—1
X X X

C’est-a-dire : )

x-—1
1 1)< < | 1
n(x +1)< f(x) T n(x +1)
Comme lim )i;l =1, on obtient lim f(x)=In2.
x—1t Inx x—1t

En supposant x < 1 et en intégrant sur [x2,x] :
Tdr _(Tdr _x?-1 (7 dr
xzt—l\ lent\zlnx b1

C’est-a-dire : )

x—1
_ <— <-
Inx+1)<—f(x)< >Tnx In(x +1)

Comme ci-dessus, on obtient lim f(x)=In2. En définitive :
x—1-

limf(x):lnz

3) Si F est une primitive de ¢ Hln , pour tout x # 1, f(x)=F(x?)— F(x), dou f'(x)= lnxl'
D’apres le théoreme de la limite d'une dérivée, f est aussi dérivableen 1 et f/(1)=1.

4) Ecrivons le développement limité de f” al'ordre 2 :
h 1 h  h%? h? h  h?
1+ h= - =1+-——+—+o(h* =1+ ——+o (h?)

D’oly, en intégrant terme a terme, sans oublier la valeur f(1) trouvée a la question 2 :

2

f(1+h)—ln2+h+h h3+0(h3)
0 4 36

Exercice 7

1) L'ensemble Conv(X) est une intersection de convexes, donc il est convexe. C’est le plus petit
convexe contenant X.

2) Soit F 'ensemble des barycentres a coefficients positifs de points de X. Il est lui-méme stable
par barycentration a coefficients positifs, c’est donc un convexe. Comme il contient X, il fait partie
de la famille dont Conv(X) est I'intersection, donc Conv(X) C F.

De plus, Conv(X) est convexe, donc il est stable par barycentration a coefficients positifs et
contient en particulier tous les barycentres a coefficients positifs de points de X, c’est-a-dire
F c Conv(X).

En définitive, Conv(X)=F.

168 I



Chapitre 5 = Convexité

3) Un point y €I est barycentre a coefficients positifs d'une famille contenant x et un nombre
fini de points (c;)ie1,n) de C. Siy #x, la somme des coefficients des c; est non nulle et on peut
remplacer ces points par leur barycentre partiel z, qui appartient encore a C. Ainsi, y est le
barycentre de x et z, affectés de coefficients positifs : il appartient au segment [x, z].

4) Supposons que les deux parties C;NI'; et C,NI'; soient non vides. Soit y;, €C, NI, et y, €CoNI.
D’apres la question 3, il existe z,€C, et z,€C; tels que y; € [x,z;] et ¥, € [x,z,]. Comme y; et z;
appartiennent a C;, qui est convexe, [y1,21] C C1. De méme, [y2,z2] € Cs.

n 22

Y2
21

Le quadrilatere plan (y;,z2,21,)2) étant convexe, ses diagonales [y;,z] et [y2,22] se coupent en un
point u, qui doit appartenir a C; et a C,. Ceci contredit I'hypothese stipulant que C; et C, sont
disjoints. Donc I'un au moins des ensembles C; NI, ou C, NI est vide.

Concretement, cela signifie que, C; et C, étant deux convexes disjoints, si pour un observateur
X quelconque au moins un point de C; est caché par C,, alors aucun point de C, n’est caché par
C, et vice-versa.

Corrigés des sujets de concours

Sujet A

Quand on lache la chaine, elle reprend sa figure initiale sous la seule action de la pesanteur, qui
fait nécessairement descendre le centre de gravité. Celui de la chaine tendue est donc plus haut
que celui de la chainette, qui représente un équilibre stable.

Sujet B
Xty

Soit (x,y) € I. En réappliquant la propriété en remplacant y par >, on obtient:

PUEZSTA WP (RS0
<

! 2 = 2

C’est-a-dire: f (3x;—y) < 3f(x);‘f0’)‘
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Plus généralement, quel que soit n€N et p€[[0,2"]] :
p p p p
f(Zx+ (1-2)y) < 2w+ (1-£) s
Lensemble B = {u €[0,1], 3n € N, 2"u € N} est dense dans [0, 1], c’est-a-dire que, pour tout
A€]0,1], il existe une suite (ux )reny d’éléments de B qui converge vers A. Pour tout k€N :
fluex +(Q—pe)y) < prfO)+0—ue)f(y)

En passant a la limite, a 'aide de la continuité de f, on obtient :

fAx+1-2y) SAf&)+Q-Af ()

C’est-a-dire que f est convexe.

Sujet C
1) La fonction logarithme népérien est deux fois dérivable sur R’ et sa dérivée seconde,

X = %, est négative : elle est concave. On en déduit pour a et b strictement positifs et A€]0, 1] :
In(Aa+(1—-A)b)=Alna+(1—A)lnb

D’ol1, en composant par la fonction exponentielle, qui est croissante :
Aa +(1 _ A)b > eklnae(l—l)lnb — a?tbl—k

Cette inégalité reste vraie pour a =0 ou b =0, puisque le second membre s’annule.

Considérons de méme la fonction x —x*, avec u > 1. Elle est deux fois dérivable sur R’ et sa
dérivée seconde, x —u(u —1)x*~2, est positive sur R* . Elle est donc convexe. On en déduit, pour
a et b strictement positifs et A€]0, 1] :

(Aa+(1-2A)b)" <Aa" +(1—A)b"

Cette inégalité reste vraie pour a =0 ou b =0, puisque A <Aet(l1-A)* <1-—-A.

2) Ici, a et b seront d’emblée supposés positifs au sens large. Considérons la fonction g définie
sur Ry par g(x)=(x +b)* — (x* +b*). La fonction g est dérivable sur R* et g’(x)=A((x +b)*~! -
x*=1). Or A—1 <0, donc la fonction x -x*~! est décroissante sur R* , donc (x +b)*~! <x*~1 et
8'(x) < 0. Lafonction g est décroissante sur R’ . Comme elle est continue en 0, pour tout x = 0,
g(x)< g(0)=0.Donc g(a) <0, ce qui équivaut a:

(a+b) <a*+b*

Sujet D

Partie A

1) Raisonnons par récurrence :

e Pourn=1:®x)=d(x+1)—In(x +1).

* Soit n €N* tel que, pour tout x €1, ®(x) = ®(x + n) —In((x +1)---(x + r)). Appliquons cette
égalitéax+1:

Ox+1)=dx+n+1)—In((x+2)---(x +n+1))
Alors :
O(x)=d(x+1)—In(x+1)=®x+n+1)—In((x +1)---(x +n+1))
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2) Lafonction ® étant convexe, elle est dérivable a gauche et a droite en tout point x 1/ et :
d(x+1)—d(x)
(x+1)—x
La premiere inégalité donne <I)’g(x) < @, (x) < In(x +1); la deuxieéme, appliquée a x — 1 lorsque

x >0, donne In(x) < <I>fg(x) <@ (x).D'ou:

@ (x) S @ (x) < S (x+1)< P x+1)

Vx €0, +00], ln(x)séfg,(x)$¢1>;l(x)sln(x+1)
. _ . 1,_ L P o\ p _
3) Commexgrllm(ln(x+l) ln(x))—xl_l)rllooln(1+ ¥)=0a fortlorlxlilllm(éd(x) (I)g(x)) 0.
4) D’apres le résultat de la question 1, pour tout x €1 et tout n €N*:
— 1 — 1
()= (x+n)— Y —— et ¥ (x)=P (x+n)— )y —
L) g(+);x+k 4) d(+)§x+k
D’ol1 tIJii(x)—@:g(x):@;(x+n)—<I>fg(x+n).
En faisant tendre n vers +o0o, on obtient ®/, (x) — <I>;g (x)=0, donc ® est dérivable en x.

Partie B
1) Effectuons un développement limité :

) 1 1+(1 X x2+(1 x2—x+(1)
uy)=x|———+o(=) |- [ Z==—=+0(—=) | = o(—
" n  2n? n2 n 2n? n2 2n2 n2

Comme u,(x) est dominé par #, la série Z un(x) converge.
2) Calculons S, (x):

§ 1, - x
Su(x)=x Y In(1+ ) - In(1+ )
k=1 k=1
Le premier terme se télescope :

Su(x)=xIn(n+1)— > In(k+x)+ Y _Ink

k=1 k=1

Ce dernier terme est égal a In(n!), d’ol11'égalité cherchée. La fonction affine x —x In(n +1)+In(n!)
est convexe ainsi que chaque fonction x — —In(x + k), donc S, est convexe comme somme de
fonctions convexes. L'inégalité de définition d'une fonction convexe se conservant par passage a
la limite, la fonction S est également convexe.

3) Lafonction S est convexe sur I et :

S(x+1)-S(x)= nl_ig&)(S,,(x +1)—S,(x))

Or, d’apres le résultat de la question 2 :

Sp(x+1)=S,(x)=In(n+1) —Z(ln(x +1+k)—In(x +k))
k=1

Par télescopage :
+1
Sp(x+1)=-S,(x)=In(n+1)—In(x+n+1)+In(x + 1)=lnn— +In(x +1)
n+x+1
ce qui tend vers In(x + 1) quand n tend vers +o00. Donc S(x + 1) — S(x) = In(x + 1). La fonction S
appartienta F.

I 171




VUIBERTPREPAS

MATHS

MP/MP*

I

VUIBERTPREPRPAS , des ouvrages pour faire la différence :
- Des cours complets pour acquérir les connaissances indispensables

- Des fiches de synthése et de méthodes pour réviser I'essentiel et acquérir
les bons réflexes

- De nombreux exercices intégralement corrigés pour s’entrainer :
Vrai/faux et exercices d’application

- Des sujets de concours corrigés pour se mettre en situation d’épreuve

—

1. Groupes — 2. Anheuux et corps — 3. Eléments propres d’un endomorphisme ou d‘une mutrice currée
—4.Réduction des endomorphismes et des matrices currées—5. Convexité — 6. Espuces vectoriels normés
— 7. Topoloyie des espuces vectoriels hormés — 8. Espuces préhilbertiens réels — 9. Endomorphismes
des espuces euclidiens — 10. Séries humériques et vectorielles — 11. Fumilles sommuaubles de hombres
réels — 12. Suites et séries de fonctions — 13. Séries entiéres — 14. Fonctions vectorielles Arcs puramétrés
— 15. Intégration sur un intervulle quelconyue — 16. Probabilités sur un univers au plus dénombruble
- 17. Variables uléutoires discrétes — 18, Equations différentielles linéuires — 19, Culcul différentiel

Xavier Oudot est professeur de chaire supérieure de mathematiques

Avec la particioation, pour les chapitres de probabilité, d'Héléne Cerf-Danon ef de
Véronique Lods, professeures de chaire supérieure en classes préparatoires au lycée
Louis-le-Grand o Paris.

ISBN : 978-2-311-40024-3

ollrg2311l400243 WWW.‘/Uibert.fr &)




	Page vierge
	Page vierge

