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Avant-propos

Pour aborder sereinement les concours a l'issue de ses deux années de classe préparatoire, 'étu-
diant doit mafitriser le calcul algébrique sous toutes ses formes : les deux premiers chapitres sont
consacrés a la révision de cette notion, exploitée dans le reste de I'ouvrage.

A partir du chapitre 3, il ne s’agit plus de réviser mais bien d’entamer les notions fondamen-
tales du programme, caractérisé par un enseignement en spirale et une ouverture aux notions
annexes, tout en respectant la division semestrielle. On trouvera dans I’'ouvrage :

— L’essentiel du cours, résumant, dans chaque chapitre, les connaissances indispensables et

complété par de nombreux exemples et exercices d’application corrigés. Ils sont destinés
a démontrer une propriété ou a présenter son utilisation. Le programme n’étant pas uni-
quement constitué de définitions ou de théorémes directement applicables en exercices, cer-
taines propriétés proches sont a démontrer par I’étudiant ou précisées dans les énoncés pour
permettre la résolution de problémes. Le cours a donc été congu en prenant en compte ces
propriétés « adhérentes au programme » ;

— Des exercices corrigés variés qui recouvrent de nombreuses situations. Pour un travail pro-
fitable, I’étudiant doit repérer les connaissances et les méthodes qui lui manquent; de facon
fréquente, les corrigés sont volontairement sommaires, congus tels pour permettre a 1'étu-
diant de fournir le travail nécessaire a sa progression par la rédaction des calculs et des
raisonnements ;

— Des fiches méthode, regroupées a la fin de chaque semestre, sont destinées a aider I'étu-
diant a rédiger ses propres fiches. Ces fiches recouvrent principalement les théemes d’algébre
linéaire, qui posent généralement des difficultés de synthese ;

— Des sujets incontournables aux concours qui regroupent deux des grands thémes princi-
paux a connaitre.

— Des simulations sur Scilab, présentes dans les chapitres ol le logiciel peut étre utilisé mais
surtout dans un chapitre annexe a la fin de I'ouvrage. Elles permettent de recouvrir les situa-
tions les plus diverses. Ces simulations ont pour but de présenter des séquences d’instruc-
tions répondant aux problemes simplement, sans chercher a écrire des programmes com-
plexes qui mettent davantage en avant le coté technique, au détriment du c6té pratique.

Nous tenons a remercier toutes les personnes qui ont largement contribué a la réalisation de cet
ouvrage : Daniele Peret-Gentil pour ses idées d’exercices et de méthodes, notamment en proba-
bilités, Claire Delaplace pour sa relecture et ses conseils sur la fluidité de la lecture, et tous les
étudiants qui, par leur participation en cours et leurs questions, nous ont aidé dans notre rédac-
tion.

Merci également a I'équipe des éditions Vuibert; c’est grace a son écoute, ses conseils et sa grande
disponibilité que cet ouvrage a vu le jour.
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CHAPITRE 6

Systémes d’équations linéaires

L’objectif de ce chapitre est de donner une méthode de résolution des systémes linéaires vérifiant les deux
conditions suivantes :

> elle doit étre universelle en ce sens qu’elle doit s’appliquer a tous les systemes ;

> clle doit donner exactement I'ensemble des solutions et non un ensemble de solutions possibles.
La méthode qui sera décrite ici est la méthode de Gauss qui répond a ces deux exigences.

6.1 Systemes d’équations linéaires et matrices

6.1.1 Systeme d’équations linéaires

On appelle équation linéaire, une équation de la forme :
mx1+axo+...+apx, =0

ol ay, ay,...,a,,b sont des réels donnés et x1, x5, ..., x; des inconnues.
Un systeme d’équations linéaires (S) est la donnée simultanée de plusieurs équations linéaires.

Exemple

2x—y+3z= -1
x—3y =2
—x—=2y+z=0

est un systeme de trois équations linéaires. Résoudre le systeme, c’est déterminer les valeurs de x,
y et z qui vérifient les trois égalités.

Le systeme est dit homogeéne si le second membre est nul, c’est-a-dire si le systeme est constitué
d’équations de la forme :
a1x1+axxo +...+apx, =0

6.1.2 Matrice d'un systéme d'équations linéaires

Tout systéme d’équations linéaires (S) est équivalent a une équation matricielle de la forme A.X =
B, qu’on écrit aussi AX = B, ou:
> A est la matrice des coefficients des inconnues;
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X1 by
X2 by
> X = est la matrice des inconnues, B = est la matrice du second membre.
Xn by

La matrice A est appelée matrice du systeme.

A X = B est parfois appelée écriture matricielle du systeme (S) (ou écriture matricielle associée
au systeme (S)) et on dit aussi que le systéeme d’équations (S) est équivalent al’équation matricielle
AX =B.

Exemple
Le systéme suivant :
2x —y+3z = -1

x—3y=2
—x—-2y+z=0
est équivalent a I’équation matricielle A X = B avec:
2 -13 x -1
A= 1 -3 0 X=1y B=1| 2
-1 -2 1 z 0
6.1.3 Ensemble des solutions d'un systéme

Soit un systéme d’équations linéaires (S) a coefficients dans R dont les inconnues sont notées x1,
X2, ..., Xn. On appelle ensemble de solutions S de (S), le sous-ensemble de R" constitué de toutes
les n-listes solutions du systeme.

On notera que S n’est pas vide, car la n-liste (0, 0, ..., 0) est une solution de S. Par la suite,
on confondra le systeme d’équations et son écriture matricielle, les solutions du systéme et les
matrices colonnes, solutions de 1’équation matricielle du systeme.

Propriété 1

L’ensemble des solutions & d’un systeme homogene est stable par addition et multiplication par
un réel ; c’est-a-dire :
V(X1,X2) € 8%,

On dit que & est un sous-espace vectoriel de R”.

VaeR, aXj+Xo€S8

Propriété 2

Soit A X = Bl’écriture matricielle d'un systeme d’équations linéaires, X; une solution particuliere
du systéme, c’est-a-dire un vecteur colonne vérifiant A X; = B, et §y le sous-espace vectoriel
des solutions du systéeme d’équations homogene associé, c’est-a-dire ’ensemble des solutions de
I'équation A X = 0.

L’ensemble des solutions d'un systeme d’équations linéaires est 'ensemble S des n-listes
égales a la somme de X; et d'un vecteur de Sy :

S = {XGmnrl(]R)/HXO ESO,X:XO—i—Xl}
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6.1.4 Systemes d'équations linéaires et Scilab

D’apres les propriétés 1 et 2 ci-dessus, un vecteur est solution d’un systeme d’équations linéaires
dont I’écriture matricielle est AX = B si, et seulement si, il est de la forme X; + Xj, ou1 X est une
solution du systéme homogene associé et X; une solution particuliere du systéme.

L’ensemble Sy des vecteurs X est un sous-espace vectoriel de R”, noté KerA dans Scilab (on
en verra la raison au troisieme semestre, chapitre 21) ; ’ensemble des solutions de 1’équation est
donné par l'instruction [x, kerA] = linsolve(A, b) :

On comprendra que l’ensemble des solutions du systeme homogene associé est réduit a I'unique
solution (0, 0, 0) et que I'ensemble des solutions du systeme A X = B est réduit a l'unique solution
donnée par Scilab en valeur approchée :

(x,y,z) = (—0.35,0.55,0.75)
6.2 Systemes équivalents

6.2.1 Equivalence par réduction

On dit qu'un systeme d’équations (S’) est équivalent par réduction a un systeme d’équations (S)
s’il se déduit de (S) en supprimant éventuellement les équations identiques (s’il y en a).

Exemple

Le systeme (S) :
x—2y+3z=1
—x—y+2z=0
x—2y+3z=1

est équivalent par réduction a (S) :

x—2y+3z=1
—x—y+2z=0

On conviendra de dire que tout systéme d’équations n’ayant pas d’équations identiques est équi-
valent & lui-méme par réduction.

Ainsi, (S) est équivalent a (S) par réduction.
On notera que deux systémes d’équations linéaires équivalents par réduction ont le méme
ensemble de solutions.

6.2.2 Equivalence linéaire et équivalence de deux systéemes

Soit (S) un systeme d’équations linéaires et A X = B son écriture matricielle. On dit qu'un systeme
d’équations linéaires (S’) est linéairement équivalent a (S), s'il existe une matrice inversible C telle
que l’écriture matricielle de (S”) soit CA X = CB.

On dit que deux systemes d’équations linéaires sont équivalents si 1'un est équivalent par
réduction a un systéme linéairement équivalent de I’autre.
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Exemple
Considérons le systeme (S) défini par :

2x —y+3z = -1

x—=3y =2
—x—=2y+z=0
dont I'écriture matricielle est A X = B avec:
2 -1 3 X -1
A= 1 -3 0 X=1y B = 2
-1 -2 1 z 0
et la matrice :
11 -1
C=(01 -1
00 1

Elle est inversible, car elle est triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale ; rappelons que son
inverse nous est donné dans la console Scilab par la syntaxe C*-1 ou inv(C) :

Soit le systeme (S) dont I'écriture matricielleest CAX = CB:

4 -2 2 1
CA=1| 2 -1 -1 et CB=|2
-1 -2 1 0

alors le systeme (S) est linéairement équivalent a (S') :

dx -2y +2z=1
2x—y—z=2
—x—2y+z=0

On notera que deux systemes équivalents ont méme ensemble de solutions.

6.2.3 Transformations élémentaires sur les lignes d'une matrice

On dit qu'une matrice A’ est une transformée (sur les lignes) de A si A’ est égale au produit a
gauche de la matrice A par une matrice inversible T. La matrice T est la matrice de la transforma-
tion de l'identité. Elle peut étre le produit de plusieurs matrices de transformations successives;
la matrice de la premiére transformaion étant celle de droite dans le produit.

Exemple

Pour la matrice A ci-dessous, on veut permuter la premiere ligne et la deuxieme (L1 < L),
puis remplacer la troisiéme ligne par la troisiéeme ligne moins deux fois la seconde
(L3 < L3 —2L;) et la quatriéme par la quatrieme plus trois fois la seconde.

2 -1 1 1 0 00\ /0100
1 0 3 01 00 1000
A=10 12| ¢ T=|o 210 0010
2 2 1 03 01 0001
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La matrice obtenue par cette transformation est donnée par Scilab :

-—>B =T * A (<)
B =
1. 0. 3.
. -1. 1.
-4. 1. 0.
8. -1. 4.

Les applications qui :
> échangent deux lignes d’une matrice L; < L;;
» remplacent une ligne L; par aL;, ot et # 0;
> remplacent une ligne L; par une somme de cette ligne avec une autre : L; < L; + L;;
» remplacent une ligne L; par aL; + BL;, ot a # 0,
sont des transformations dites élémentaires sur les lignes des matrices.

6.2.4 Réduction d'une matrice par la méthode de Gauss

Soit n et m des entiers supérieurs ou égaux a 2 et A € My m(R); il existe une matrice
B = (bjj) € My,m(R) telle que :
> si B #£ 0, alors by 1 # 0 et by 1 = 0 (on confond la matrice B avec sa sous-matrice obtenue en
supprimant toutes les premieres colonnes, si elles sont nulles) ;
» si, pour (i,j) € [1,n— 177 et pour tout k € [1,/], bijx = Oetb;;i1 # 0, alors, pour tout
ke |[1,]+ 1], bi+1,k =0.
On dit que B est une réduite de Gauss de A.

Méthode pour obtenir une réduite de Gauss

> Si le coefficient 41 de la matrice a réduire n’est pas nul, on l'utilise comme pivot pour
réduire toutes les autres lignes de la matrice. S’il est nul, on permute d’abord la premiere
avec l'une des lignes ayant un coefficient a;; # 0, puis on réduit les autres lignes de la
matrice obtenue apres cette permutation (en ne considérant la réduction que sur la sous-
matrice obtenue en supprimant toutes les premiéres colonnes nulles, s’il y en a).

> Dans la nouvelle matrice obtenue, tous les coefficients a; ; sont nuls pour i > 2. On réduit de
la méme fagon que précédement la sous-matrice issue du résultat précédent en supprimant
la premiere ligne et la premiére colonne et ainsi de suite jusqu’a l'obtention d’une réduite
de Gauss de la matrice initiale.

Propriétés

Ce qui précede permet d’affirmer que :
> toute matrice carrée peut se réduire en une matrice triangulaire supérieure;
> toute réduite de Gauss est une matrice n’ayant que des 0 sous sa diagonale.
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6.3 Résolution d’un systeme d’équations linéaires

Un systeme d’équations linéaires se présente matriciellement sous la forme A X = B, ou1 A est la
matrice du systeme, X celle des inconnues et B la matrice colonne du second membre.

Si plusieurs systemes d’équations ne different entre eux que par leur second membre, alors
on pourra résoudre un seul systéme en considérant pour second membre la concaténation des
matrices colonnes du second membre (voir I’exercice 6.1).

Pour résoudre un systeme d’équations linéaires, on peut utiliser la méthode de Gauss sur la
matrice bloc [A B] ou (AB).

Dans la pratique, on n’écrit pas les matrices de transformations ; on écrit directement les ma-
trices transformées. C’est ce que nous ferons dorénavant.

Exercice 6.1. Résoudre les systemes suivants.

2x—y+3z = -1 2x—y+3z=3
x—3y =2 et x—=3y =-2
—x—2y+z=0 —x—2y+z=1

Solution
Le systeme s’écrit matriciellement A X = B avec:

2 -1 3 x -1 3
A= 1 =30 X=|y B=| 2 -2
-1 -2 1 z 0 1

On considére la matrice bloc M = [A B], c’est-a-dire :

2 -1 3 -1 3 2-1 3 -1 3
M = 1 -3 0 2 =2 que l'on écrit M = 1-3 0 2 =2
-1 -2 1 0 1 -1 -2 1 0 1

On va résoudre simultanément les deux systemes d’équations en utilisant la méthode de Gauss
sur M.
» On utilise a41,; = 2 comme pivot pour réduire les lignes 2 et 3 ; on obtient :

2 -1 3 -1 3
Mi=[0 -5 -3 5 -7
0 -5 5 -1 5

» On utilise a» = —5 comme pivot pour réduire la ligne 3 ; on obtient la réduite de Gauss :
2 -1 3 -1 3
M,=(0 -5 -3 5 -7
0 0 8 —6 12
La réduite de Gauss obtenue sous la forme de matrice bloc s’écrit :

2 -1 3 -1 3
M = 0 -5 -3 5 =7
0 0 8 -6 12
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Ainsi, les systemes a résoudre sont respectivement équivalents aux deux systémes sui-

vants :
2x —y+3z = -1 2x—y+3z=3
—5y—3z=5 et -5y -3z = -7
8z = —6 8z =12
» Pour le premier systeme, ona z = —get (2°¢ équation) y = —1 — =z = —1—i—z L
dans la premiere équation :
x——l—i—l 3.1 1 9 7
o227 27 2 40 8 20
L’ensemble des solutions de ce premier systeme est :
g (2 1.3
PT\200 207 4
» Pour | nd systeme, on z—E t (2¢ équation) —Z—gz—z—z——'dnl
ou .\esef:o .syse eonaz=_e équation) y = = — =z = = — 75 = 7, dansla
premiere équation :
3,103 3.1 9 1
272 T2 T2 i 2

6.3.1 Systeme de Cramer
On dit qu'un systéme d’équations linéaires est un systéme de Cramer si sa matrice est une matrice

carrée inversible.

Exercice 6.2. Pour quelles valeurs du parametre g, le systeme suivant est-il de Cramer ?

2-a)x+y—-z =1
x—2—-ay—-3z =-2
—x+3y+2—-a)z=2

Solution
La matrice du systeme est :

2—a 1 -1
A= 1 —2+a -3
-1 3 2—a

On va réduire cette matrice par la méthode de Gauss.
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» On permute la premiere et la troisieme ligne, car le premier élément en haut a gauche
n’est pas nécessairement non nul.

-1 3 2—a

Al = 1 -2+a -3
2—a 1 -1
» On utilise 411 = —1 comme pivot pour réduire les lignes 2 et 3

(Lz — Lo+ Ll) et (L3 «— L3+ (2 — LI)Ll) :

-1 3 2—a
A2= 0 1+a —1—a
0 7—3a 3—4a+a?

A ce niveau, on doit distinguer deux cas :
> Sia # —1, on utilise a3, = 14 a comme pivot afin de réduire la troisiéme ligne
(L3 — (1 + LI)L3 + (361 — 7)L2) :

-1 3 2—a

A3= 0 1+a —1—a
0 0 10+3a—6a2+4d°

On voit que, dans l'expression a> — 6% + 3a + 10, on peut mettre a + 1 en facteur et on
obtient :
a®—6a>+3a+10= (a—5)(—2+4a)(1+a)

Il en résulte que, lorsque a # —1, le systéeme est de Cramer sia # 5eta # 2.

» Sia = —1, la réduite obtenue a lissue de la seconde étape est :
-1 33
Al = 0 00
0 10 8

Il est clair que la matrice n’est pas inversible et donc que le systeme donné n’est pas
de Cramer pour cette valeur de a. On obtient une réduite de Gauss de cette matrice en
divisant la derniére ligne par 2 et en permuttant les deux dernieres lignes :

-1 3
A= 05
00

O = W

ce qui confirme la non-inversibilité de la matrice.

Conclusion : Le systéeme est un systeme de Cramer si, et seulement si:a # —1,a # 2 et

a#5.
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6.3.2 Propriété

Un systeme de n équations linéaires a n inconnues admet une unique solution si, et seulement si,
ce systeme est de Cramer.

Matriciellement : A X = B et A inversible = X = A~1 B.
En particulier, si B = 0 alors X = 0.

Exercice 6.3. Résoudre le systéme suivant pour a = 1 — v/2 et pour a = 5.

2-a)x+y—z =0
x—2—-a)yy—3z =0
—x+3y+(2—-a)z=0

Solution
Le systeme est homogene donc son ensemble de solutions est un sous-espace vectoriel
de IR%.
» L'exercice précédent nous dit que le systéme est de Cramer pour a = 1 — v/2; donc, dans
ce cas, le systeme admet une unique solution : (0, 0, 0).
» Pour a = 5, le systeme n’est pas de Cramer et la réduite de Gauss obtenue est :

-13 -3
B= 06 —6
00 O

» On divise la deuxiéme ligne par 6 et on obtient la matrice :

-13 -3
B = 01 -1
00 O

» On utilise a5, = 1 comme pivot pour réduire la ligne 1 (L < Ly — 3Lp) :
-10 0

Bi=| 01 -1

00 O

» On peut écrire le systeme équivalent au systéme initial :

—x=0
y—z=0

L’ensemble des solutions du systéme est :

S=1{(0,z,z)/z € R}
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6.4 Systeme homogene

Un systeme d’équations linéaires A X = B est dit homogeéne si le second membre B est la matrice
colonne nulle.

On a vu ci-dessus que, si A est inversible, I'équation matricielle A X = 0 admettait une seule
solution X = 0.

Remarque : Si AX = B est un systétme homogene réduit, alors A € My, ,,(R) avec m > n, car,
dans une réduction par la méthode de Gauss d’une matrice, il n'y a que des 0 sous la diagonale et
un systeme homogene est réduit lorsqu’en particulier, on a supprimé toutes les lignes nulles. On
va maintenant étudier le cas ot le nombre d’inconnues est supérieur au nombre d’équations.

Propriété

Si une réduction de Gauss d’'un systéeme d’équations linéaires homogene s’écrit matriciellement
AX =0,avec A € M, (R) et m > n, alors I'ensemble des solutions de ce systeme d’équations
est un sous-espace vectoriel de R” non réduit au vecteur nul et donc ce systeme admet une infinité
de solutions.

Exemple
On considere le systeme réduit d’inconnues réelles :

X1 —2xp+x5 —x6 =0
2Xy — X3+ x4 +2x6 =0
X4 — X5+ 2x6 =0

X5 — Xg = 0
La matrice du systeme s’écrit :
1 -2 00 1 -1
o 2 -11 0 2
A=lo 0 01 -1 2
0 0 00 1 -1

Soit a et b deux réels arbitraires tels que x3 = a et xg = b. On écrit le systéeme sous la forme :

x1—2x2+x5—x6:0
2xp —x3+ x4 +2x6 =0

X3 =4

X4 —x5+2x6 =0

x5—x6:O

x6:b

Le systeme s’écrit A; X = B avec:

1 -2 00 1 —1 0
o 2 -11 0 2 0
0O 0 10 0 O a
M=10 0 01 1 2 B=10
0 0 00 1 —1 0
0 0 00 0 1 b



6.4 SYSTEME HOMOGENE

La matrice A; est inversible, car c’est une matrice triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale.

Donc le systeme A X = B admet une seule racine :

X=A'B=| 7,

Les valeurs de a et b pouvant étre quelconques, on en déduit que I'ensemble des solutions de
I'équation matricielle A X = 0 est :
a—b
azb
2
a

S = i /a,b € R

fayl

b

Bien siir, le vecteur nul est une solution de 1’équation matricielle A X = 0.



Enoncés

Exercice 6.1. Démontrer la propriété 1 :

L’ensemble des solutions & d’un systeme homogene est stable par addition et multiplication
par un réel ; c’est-a-dire :

V(Xi, Xp)€S8?% VaeR, aXj+X, €8

Exercice 6.2. Démontrer la propriété 2 :

Soit A X = B l'écriture matricielle d’un systeme d’équations linéaires, X; une solution particu-
liére du systéme, c’est-a-dire un vecteur colonne vérifiant A X; = B, et Sy le sous-espace vectoriel
des solutions du systéeme d’équations homogene associé, c’est-a-dire ’ensemble des solutions de
I'équation A X = 0.

L’ensemble des solutions d'un systeme d’équations linéaires est ’ensemble S des n-listes
égales a la somme de X; et d'un vecteur de &y :

S:{XGE):R”J(]R)/HXOGS(), X:XO+X1}

Exercice 6.3. On considere la matrice suivante.

Déterminer une réduite de Gauss de A.

Exercice 6.4. Donner une réduite de Gauss de la matrice suivante.

0000 -1 21
0001 —-1-23
000-20 3 2
0001 -1 21
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Exercice 6.5. Donner une réduite de Gauss de la matrice suivante.

21-1-113 0 2 -3

12-1-20-121 4
33-2-31-23-11
A=|(24-212-210 1
03-1-32111 0
03-1-3211-21
24-2-43410 3
Exercice 6.6.
1. Déterminer une matrice inversible P telle que :
1 -1 2 100
p 01 1| _[010
3 21 ] 001
-1 1 -2 000

2. On considere le systeme d’équations dans R :

X—y+2z =a
y+z =b
3x—-2y+z =c
—x+y—2z=d

ot1a, b, c,d sont 4 réels fixés. A quelle(s) condition(s) sur a, b, ¢, d ce systeme a-t-il des solutions ?

Exercice 6.7.

1. Résoudre le syteme d’équations suivant.

2x+3y+z+t =2
dx+4y+z+4t =3
6x +7y+2z+5t =5

2. En déduire les solutions positives du systeme suivant.

x2y3zt =e?
(xyt)iz = &3

X072 = &



Corrigés

Corrigé exercice 6.1. Soit A X = 0 I'écriture matricielle associée au systeme. On confondra ainsi
les solutions du systéme et les solutions de I'équation matricielle associée, c’est-a-dire les vecteurs
colonnes.

e L'ensemble S est un sous-ensemble de IR” non vide car il contient toujours le vecteur nul
X=0.

e Soit X et Xp deux solutions matricielles du systéeme. Alors A X; = A X, = 0 et, par suite,
quel que soit le scalaire a, A(a X1 + Xp) = 0 AX; + A Xy = 0donca Xj + X; est un élément
de S. Il en résulte que S est un sous-espace vectoriel de R".

Corrigé exercice 6.2. Soit X; une solution du systeme A X = B, c’est-a-dire un vecteur colonne
vérifiant A X; = B. Alors, pour toute solution X, de ce systeme, on a aussi A X, = B; il s’ensuit,
par différence, que A X, — A X; = 0, soit A(Xp — X7) = 0; il en résulte que Xy = X, — Xj est un
élément de Sy et donc que X, = X + X;. Donc toute solution de A X = B est la somme de X et
d’une solution du systéme homogene associé.

Réciproquement, soit X, = Xp + X1, ot Xg € Sy et X; est solution de AX = B. Alors,
AXy=A(Xo+ X;) = AXo+ AX; =0+ B = B, donc X; est bien une solution de A X = B.

Corrigé exercice 6.3.

» En prenant a; ; = 2 comme pivot, on réduit la deuxieme et la quatrieme lignes :
(Lp « 2Ly — Ly) et (Ly < Lg — Lq).

1000
-1200
0010
-1001

C =

On obtient :

—_ |
—_

ClA=

oo oN

|
@
O N U1 =
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o

> Sur cette nouvelle matrice, on considére 1’élément qu’on notera 4, = 1 comme pivot pour
réduire la troisieme et la quatriéme lignes : (L3 < L3 + Ly) et (Ly < Lg — 3Ly).

1000

0100

C=10110

0-301

On vérifie :

2-1 1

01 5

CZ(ClA): 00 7
00 —15

> Enfin, sur cette derniere matrice, en utilisant a3 3 = 7 comme pivot, on réduit la quatrieme
ligne, (L4 «— 7L4 + 15L3)

1000

0100

0010

00157

On obtient, comme réduite de Gauss, la matrice A1 donnée par :

Cs =

1
A =G (GG A) =

oo oN
O N 01 -

1
0
0

Corrigé exercice 6.4. Les trois premieres colonnes étant nulles, on ne fait la réduction que sur la
matrice carrée :

0 -1 21
1 -1-23
B= -2 0 32
1 -1 21

> Il est impossible d’utiliser 1’élément b; ; comme pivot puisque celui-ci est nul. Permutons
d’abord la premiere et la quatriéme lignes de fagon a amener un coefficient non nul en by 1.

0001
0100
0010
1000

C =

On a alors la matrice :

0001 -1 21
0001 —-1-23
000-20 32
000 0 -1 21

ClA=
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» On utilise b;; = 1 comme pivot pour réduire les lignes 2 et 3; nous laissons le soin au
lecteur de lire dans la matrice C; les transformations qui ont été faites.

1000
-1100
2010
0 001

C, =

On obtient la matrice :
0001-1 21

0000 0 —42
0000-2 7 4
0000-1 21

G (G A) =

> Il est impossible d’utiliser 1'élément by » comme pivot, puisque celui-ci est nul. Permutons
la seconde et la quatriéme lignes :

1000
0001
“=loo010
0100
On obtient la matrice :
0001-1 21
0000-1 21
G(EGA) = hg00-2 7 4
0000 0 —42
» On utilise by, = —1 comme pivot pour réduire la troisiéme ligne; 1a encore, le lecteur lira

la transformation sur la matrice Cy4 ci-dessous.

1000

0100

G=10_210

0001

On obtient la matrice :

0001-1 21
0000-1 21
G(GCGA=]050000 3 2
0000 0 —42

» On utilise b3 3 = 3 pour réduire la quatriéme ligne.

1000
0100
0010
0043

Cs =
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Fiche méthode — Applications

Etude de la nature d’une application

Attention : Les méthodes développées ici s’appliquent a toutes les applications mais les applica-
tions linéaires bénéficient de méthodes supplémentaires qui seront étudiées dans une autre fiche.

1. Pour montrer qu'une application f d'un ensemble E dans un ensemble F est injective, on
montre que :
Vx,x' € E, f(x) = f(x') = x = x.

Par exemple, V'application f : x — x* 4+ x — 5 est-elle une injection de IN dans N ?

On considere deux entiers naturels x et x’ tels que f(x) = f(x/):
fx)=f(x) o> +x-5=x24x -5

f(x)=f(x)e (x—x)(x+x"+1)=0
Comme x et x’ sont deux entiers naturels, il est clair que x + x” + 1 est strictement positif. Par

suite :
flx) = f(x) & x =
I en résulte que l'application f est une injection de IN dans IN.
Pour montrer qu’une application n’est pas injective, on montre qu’il existe deux éléments
distincts de I’ensemble de départ ayant la méme image dans 1’ensemble d’arrivée.
Par exemple, 1'application g : x — x + |x| — 1 est-elle une injection de R dans R ?

On remarque que g(0) = —1 et que g(—1) = —1. Deux réels distincts ayant la méme image,
on en déduit que l'application g n’est pas une injection de R dans R.

Remarque : On notera I'importance du choix de I'ensemble de départ et d’arrivée dans ce type
de question; si 'application f était définie de R™ dans R™, elle serait alors injective.

2. Pour montrer qu'une application f d’'un ensemble E dans un ensemble F est surjective, on
montre que tout élément de 1'ensemble d’arrivée admet au moins un antécédent dans l'en-
semble de départ.

Vye F,ax e E/f(x) =y

Par exemple, V'application f : (x,y) — x + 2y est-elle une surjection de R? sur R ?

On considére un élément quelconque z de R ; on remarque que f(z,0) = z donc z admet au
moins un antécédent dans R?, le couple (z,0).
Par suite, I'application f est une surjection de R? dans R.

Pour montrer qu'une application f d’un ensemble E dans un ensemble F n’est pas surjec-
tive, on peut trouver un élément de I'ensemble d’arrivée n’ayant pas d’antécédent par f dans
I'ensemble de départ.

Par exemple, V'application g : x — —2x? + 4 est-elle une surjection de Z dans Z ?
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Cherchons s'il existe un entier relatif x tel que g(x) =0

g(x)=0& —2x244=0
gx)=0sx*=2

Cette équation n’a pas de solution dans Z, donc 'application ¢ n’est pas une surjection de Z
dans Z.

3. Pour montrer qu'une application f d’un ensemble E dans un ensemble F est bijective, on
peut:

a. Montrer qu’elle est a la fois injective et surjective.

b. Montrer que I'équation f(x) = y d’inconnue x élément de E admet une unique solution.
Cette méthode présente 'avantage de déterminer par le méme calcul la bijection réciproque
dans le cas ou f est bijective.

Exemple
Soit f l'application de R? dans R? définie par (x,y) — (x +y,x + 1). Montrer que f est
bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Soit (a,b) un élément quelconque de IR? :
fxy)=(ab) & (x+y,x+1) = (a,b)

L’équation f(x,y) = (a,b) admet pour unique solution dans R? le couple (b —1; a—b+1).
On en déduit que f est une bijection de R? dans IR? et sa bijection réciproque, notée f 1, est
définie par :

V(a,b) €R?, fYa,b)=(b—1;a—b+1)

c. Montrer que f est la composée de deux bijections.

d. Dans le cas particulier ou1 f est une application d’une partie de R dans une partie de R,
on peut utiliser le théoreme de bijection : si f est continue et strictement monotone sur un
intervalle I, alors f réalise une bijection de I sur f(I).

Exemple

Montrer que la fonction f définie sur R** par f(x) = x + In x est une bijection de R™* sur
un intervalle que 1'on précisera.

La fonction f est continue et strictement croissante sur R™* donc elle réalise une bijection
de R™* sur f(R™).
Or, lim f(x) = —coet lim x) = +oo.

tm (1 Jim_f(x)

X

Donc f est une bijection de R**sur R.



Fiche méthode — Suites (1)

Etude du sens de variation d’une suite

1. Méthode 1
Pour étudier le sens de variation de la suite (u,), on peut étudier le signe de 1,1 — uy.

Exemple
noo1
Soit (uy) la suite de terme général Vin € N, u, = }, ——.
() & =YV
Etudier les variations de la suite (u,,) :
n+1 1 n 1

VneN, u — Uy = —_— — —_—
n+1 n kzzlk\/% kzzlk\/k

1
Vn € N, un+1—un:<

n+1)vn+1

Par suite, Vi € IN, u, 11 — u, > 0; la suite (u,) est croissante.

2. Méthode 2
Si la suite (1) est a termes strictement positifs, on peut comparer le quotient ”Z—:l al
Exemple
On considere la suite (u,) définie sur N* par u,, = i—i: Ftudier son sens de variation.

Le terme général de la suite (u#,) comportant des produits, il semble pertinent d’utiliser la
méthode 2.
La suite (1) est clairement a termes strictement positifs.

Upiq 2ntl 2
v IN* il = ==
mEN S T T D ntd
Comme, par hypothese, n > 1, alors HLH <1.

On peut donc en conclure que la suite (u,) est décroissante.

3. Méthode 3
On compare directement u,,1 1 et u; a l’aide de manipulations d’'inégalités.

Exemple

On considere la suite (1, ) définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel 1, 1, 1 = \/2uy.

On admet que, pour tout er}tier naturel 7, u, existe et 0 < u, < 2 (résultat qui se démontre
facilement par récurrence). Etudier le sens de variation de la suite ().

On sait que Vi € IN, 0 < u,; < 2. On multiplie par u,; qui est positif :

VneN, 0<u<2u,
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Par stricte croissance de la fonction racine carrée sur R, il vient :

0 < uy <+2uy

Soit 0 < 1, < uy,41, ce qui montre que la suite (uy) est croissante.

4. Méthode 4
Utilisation d"un raisonnement par récurrence.

Exemple
On considere la suite (u,) définie par son premier terme uy = 1 et la relation de récurrence :

Vn € N, uy 1 = V/n+uy

Etudier le sens de variation de la suite (u,).

En calculant les premiers termes de la suite, on peut conjecturer que la suite (u,) est croissante.
On le prouve ensuite par récurrence

Onnote Py : uy < tyyq.
La propriété est vérifiée pour n = 0, puisque ug = 1 et u; = 1.

Soit n un entier naturel tel que P,.

Sachant Py, 1, < uy,+1. Comme n < n + 1, on obtient en ajoutant membre & membre ces deux
inégalités de mémes sens :
n4uy, <n+1+4u,4

et, par croissance de la fonction racine carrée sur R" :

V4, < \/”+1+un+1
soit u, 11 < uy,4o, ce qui établit P, 1 et acheve le raisonnement par récurrence.
5. Méthode 5
Exploiter les particularités du sujet et le résulat des questions antérieures.

Exemple

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> — x + 1 et (uy) la suite définie par la donnée de
son premier terme 1 et par la relation de récurrence :

Vn € N, uy11 = f(un)
a. Montrer que Vx € R, f(x) > x.
b. Etudier les variations de la suite (1,,).

a. Vx € R, f(x) —x = x> = 2x+ 1 = (x — 1)2. On peut donc affirmer que, pour tout réel x,
f(x) —x >0, ce qui démontre le résultat demandé.

b. La fonction f étant définie sur R, la suite (u,) est bien définie et, en appliquant le résultat
de la question précédente, il vient :

Vn €N, f(uy) > up

Soit Vn € IN, u;, 41 > uy, ce qui montre que la suite (u,) est croissante.
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