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Avant-propos

« La rigueur nécessaire a toute recherche va de pair avec ’élan poétique : j’ai autant de
plaisir a déchiffrer des partitions de Chopin que des livres d’équations. Il y a une
similitude étonnante entre cette musique qui rentre par une fenétre, s’impose et
disparait et la résolution élégante d’une belle équation. »

Alain Connes

Ma passion des mathématiques remonte aux classes de premiere et terminale.

Je me rappelle avec émotion mon professeur de I'époque, Guy Boujard : il possédait cette
faculté rare de susciter ’émerveillement devant une formule ou un théoréme. Je le revois
encore nous présenter, les yeux pétillants, la fonction Gamma d’Euler ', qui généralise la
fonction factorielle, et nous dévoiler toute son élégante beauté. Car on peut transposer

2.

aux mathématiques ce que I'un des fils de Bach souligne & propos du musicien” : « [un

enseignant de mathématiques| ne pourra émouvoir sans étre déja lui-méme ému. »

Dans ce livre, j’ai souhaité montrer qu’a 'opposé de leur réputation austere, les mathé-
matiques nous content une histoire semée de rebondissements. J’ai donc pris soin, non
seulement d’effectuer des recherches approfondies pour dater les théoremes et indiquer
leurs sources, mais aussi de présenter des notices biographiques relatives aux mathéma-
ticiens cités. J’espére ainsi réussir modestement a souligner que cette discipline constitue

une langue véritablement vivante.

1. cf. définition p. 311.
2. cf. Carl Philipp Emanuel Bach, Versuch dber die wahre Art das Clavier zu spielen [...], Henning,
Berlin (1753).



« La réalité mathématique n’est localisable ni dans ’espace, ni dans le temps. Lorsqu’on
a la chance d’en dévoiler ne serait-ce qu'une infime partie, elle donne une sensation de
jouissance extraordinaire par le sentiment d’intemporalité qui s’en dégage. »

Alain Connes

Mon expérience d’enseignant et les remarques judicieuses de mes étudiants m’ont amené
a présenter, en amont de chaque chapitre, 'intérét concret des notions abordées : il est
plus aisé d’entamer un nouveau théme apres s’étre familiarisé avec certains concepts
durant une bréve introduction.

En outre, la clarté didactique a été une préoccupation permanente : les définitions et les
théoremes sont le plus souvent suivis d'un exemple ou d’une figure, les démonstrations
étant soigneusement rédigées en n’omettant aucun détail. Je n’ai ainsi jamais cherché a
exposer les preuves les plus courtes, certes éventuellement élégantes pour les initiés, mais
souvent hermétiques pour les néophytes.

D’autre part, en marge du programme officiel, j’ai désiré exposer, toujours sous cette
approche historique, des théoremes plus difficiles ou moins connus, insérés le plus sou-
vent dans les parties « compléments » des chapitres ou repérables facilement grace aux
conventions de couleurs. Ils sont destinés aux étudiants souhaitant un approfondissement
des sujets classiques.

Enfin, les exercices, corrigés avec le méme soin du détail, devraient permettre de vérifier

I’assimilation des points clés de chaque chapitre.
Remarque sur le nom des théorémes

J’ai souhaité distinguer, aussi bien dans les différents chapitres que dans l'index, les
théoremes connus sous des noms célebres de ceux dus a des mathématiciens mais pas
connus sous leurs noms. Par exemple, le théoréme de Weierstrass (p. 389) est bien connu
sous ce nom tandis que le théoréme 66 (p. 372) n’est pas connu sous le nom de théoreme
de Weierstrass mais peut néanmoins lui étre attribué (cf. le guide de lecture ci-apres pour

se familiariser avec cette distinction).
Remarques sur le nouveau programme MP-MP*

Bien que les séries de Fourier soient retirées du programme, il m’a semblé néanmoins
judicieux de les traiter (en annexe) car la connaissance des concepts de ce chapitre est

un atout non négligeable lors de ’entrée en écoles d’ingénieurs.



La section consacrée aux fonctions convexes figure déja dans le livre d’analyse de premiere
année °.

Celle consacrée aux familles sommables, introduite dans le nouveau programme en vue
de I'étude des probabilités, figurera dans I'ouvrage de probabilités de la méme collection
(parution en 2015).

Le chapitre sur les équations différentielles, intimement lié & ’algebre linéaire et notam-
ment la réduction des endomorphismes et des matrices carrées, est inséré dans 'ouvrage

d’algebre de deuxieme année*.
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m’envoyant un courrier électronique a l’adresse suivante : rodot.livre.maths@gmail. com

Olivier Rodot

3. cf. Costantini, Analyse 1™ année, De Boeck (2013).
4. cf. Antonini, Algébre 2¢ année, De Boeck (2014).






Guide de lecture

Series numerigues

Introduction

Un paradoxe de Zénon Par exemple, dans le

La théorie des séries

Chaque chapitre est précédé
d’une breve introduction qui
permet d’entrevoir 'intérét

concret des notions abordées.

2.1 Introduction

as de deux sucres, le porte-a-faux maxi-

mal vaut 1, car le dewxiéme sucre peut étre placé avec son

de nombres.
Comme toute approchd
que se heurter & des p
Le premier d'entre e
formuler de la sorte

Une course est organisd
d'avance sur Achille; m|

4 10 métres par second

parcourir les 10 métres
aura avancé d'une certs
retard, I Tortue aura e
Jamais terminé de parcg
Comme il y a une infi
que lensemble de ces
Or, ce n'est pas le cas|
nécessairement infinic}

1. rapporté par Aristot

EE, centre de gravité juste sur le bord de droite du premier (cc
qui fait un décalage wy = 1 du premicr sucre par rapport au

Chapitre 2. Série| deuxiéme)

Avec trois sucres, il faut poser lempilement précédent sur un troisiéme sucre de maniére
En effet, Achille met une seconde pour parcourir les 10 métres le

) ' o a N

. seconde pour parcourir le métre que la Tortue possédd
1

I

para & ce que T'empilen

nt précédent ne bascule pas.
la Tortue puis
Tl faut pour cela que le centre de gravi

[¢D ]
deux premiers sucres soit & Iaplomb du bord droit du troi
(o]

sucre.

7 de Tempilement des

puis 3 seconde pour parcourir les | métre que la Tortue dispose enc

Ainsi le temps mis par Achille pour rattraper la Tortue vaut la « somm

[ On va done calculer la position (horizontale) du centre de gra-

1
1 s
+ 100 1000 * 10000

vité de lempilement des deux premiers sucres. On note 2

Cette somme infinie sera notée, en termes de séries, sous la forme : 'y |

Vabscisse du centre de gravité mesuré a partir du bord gauche

du sucre du bas. C'

bien entendu la moyenne des absc

Son caloul est assez naturel - des centres des deux sucres :

4o

1 =~ 1 1-,
;ﬂw T = -]

Le bloc des denx premie
1

s sucres doit, done étre décalé d'une

10
Achille rattrape donc bien la Tortue au bout d'une durée égale &

= scisse uz = } de manitre & ce que G soit & Paplomb du bord
droit du troisibme sucre.
Le paradoxe des morceaux de sucre
o o Ol D o Pour tout n € N*, on note uy, le décalage du sncre mméro n
quand on pose ce sucre (et tous ceur qui sont au-dessus) sur un
Une autre série célébre donnant lieu a des paradox série harmol nouveau sucre (qui est, bien entendu, le sucre numéro n + 1).
2 1.1 1
onsidérons I somme 1+ 5+ 3+ 4
3 n

Lintuition ne peut guére nous aider pour deviner si cette somme dune inf Pour tout n € N, on note Gy le centre de gravité de Iempile-

re un nombre réel), ou bien si elle est égal ‘ment des n premi

s sucres et &, I'absci

de G, mesure par
En fait, elle est égale & +oc et ce fait améne & des résultats étonnants da

rapport au bord gauche du sucre numéro n.

comme Tillustre le paradoze des morceaus d|

On empile maintenant les sucres & la limite du basculement de manitre & avoir systéma-

présente maintenant.

tiquement le porte-a-faux le plus important

On dispose de N morceaux de sucre identiques et on souhaite savoir d
a-faux maximal que I'on peut obtenir en les superposant,

On choisit une unité de longueur telle que la longueur des morceaux de
a2

2. clp. 144
3. cf. p. 147.




622 ] Chapitre 7. Calcul différentiel

Théoréme de Schwarz ™ (1873) 7777

Soient U un ouvert de R’
Alors
&Pf_ Pf
zdy — ydx

lication de R? vers R de classe C? sur U.

L’ouvrage distingue les

théoremes portant le nom

Démonstration

Soit a = (a1, az) € U. Comme U est un ouvert, il existe r € R}, tel que B(a,r) C U.

Soit b = (hy, ha) # (0,0) € B(0, 7). Alors a+ h € B(a,r) C U.

Mortronslque
2*f 9% f
m(m,az) = m(a:,aq)

Considérons

A(h1,h2) = fa1 + h1,az + ha) = f(ay + hi,a2) + f(a1,a2) = (a1, a2 + ha)

[a1,a1 + 1] — R
Soit 6, :
t — f(taz + ha) — f(t,az)

Alors
A(ha, hz) = d1(a1 + ha) = d1(a1)

Via le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction d’une variable réelle 41, il

existe 61 €]0, 1] tel que

d’un mathématicien et qui sont

couramment appelés ainsi . . .

... des théoremes qui
peuvent étre associés a
un mathématicien sans
pour autant avoir hérité

de son nom dans l'usage.

9
Ak, ha) = hid)(ar + Ouha) = by (a%(‘“ + 01k, 0z + ho) —

76. parfois appelé théoréme de Clairaut (1713-1765).
77 cf. Ueber ein vollstindiges System von einander unabhingiger Voraus
s "v(% 2 (%;”) Archives des sciences physiques et n

Jahrgan,
iser & une application de R™ vers RP (cf. r|
alité déja connu dés 1861 par Weierstrass comme
et dactylographiées par Schwarz durant son semestre d'été A Berlin (cf. p. 43
Ausarbeibyng der Vorlesung an dem Koniglichen Gewerbeinstitute zu Berlir
von H. A. Schwarz, Institut Mittag-Leffler, Djursholm).

Les références précises de

P’article ou le théoréme

est démontré sont données

en notes de bas de page.

Pour chaque théoréeme
est indiquée I'année
de la publication (ou

de la démonstration).

2] Chaépitre 1. Espaces vectoriels normés

Continuité des applications linéaires

Caractérisation/des applications linéaires continues

L
Théoreme 7 (Banach  (1920) ™)

Soient (B, | - [|5) et (F |- |#) dedx espaces vectoriels normés et f € Z(E, F).

Les assertions suivantes sont égfiivalentes :

(i) f est continue sur B.

(ii) f est continue en 0.

(iii) f est bornée sur Bz (0,1).

(iv) Il existe K € B tel que pour tout « € B, ||f(x)|| » < K|jz|| ;-
(v) f est lipschitzienne.

(

vi) f est uniférmément continue.

Démonstration

sont évidentes et [ (v

provient de la proposition 27 (p. 81).
ii) = (iii) | Supposons f continue en 0. Alors il existe 7 > 0 tel que pour tout = € B,
llzly <n=lf@ll <1

Soit & € Bp(0,1). Alors [[4] = #[e]|, < % < done || (3 )

<t

Or, comme  est linéaire, f(§z) = /() done [|/@)] - = 2 £ (§2) < 2

Ainsi f est bornée sur B (0,1).

upposons f bornée sur Bg(0, 1). Alors il existe K € R tel que pour tout

z€E,

llzllp <1 = lf@llx < &

Comme f est linéaire, f(0) = 0 donc I'inégalité ||f(2)||, < K[|z, est vérifiée pour
w=0),

49. Ce résultat n'est pas connu sous le nom de théoréme de Banach mais peut étre attribué a ce
mathématicien (cf. note suivante)

50. cf. pp. 152-153 de la thése de Banach soutenue en 1920 et publiée en 1922 (cf. Sur les opérations
dans les ensembles abstruits et leur application aux équations intégrales, Fundamenta Mathematicae, 3,
pp. 133-181)




Chapitre 5. Séries de fonctions

Des notices biographiques,
minutieusement documentées,
jalonnent 'ouvrage et
permettent de replacer

les théoremes dans leur

contexte historique.

4.3 Propriétés de la convergence uniforme

Donc (f,) converge uniformément vers f sur [, b].

Remarque
par
Toutes les hypothéses du théoréme de Dini sont cruciales : il
hypothéses est retirée ou modifiée.
N [0,1 — H
o Soit (f,) € (RO1) " oit pour tout n € N, f, :
T —

Chaque (f,) est croissante sur [0, 1], (f,) converge simplement

Soit pour tout (m,n)

Démonstration (du lemme 22)

€ N2 tel que n < m la fonction F,,,, définie pour tout = € [a, b[

Fom(x) = ké\/ﬂlflvs‘]fk(z)

nulle sur [0, 1] mais la convergence n'est pas uniforme sur [0,1[ car Sup | f, ()] = L.
x€[0,1]

o Reprenons le méme exemple ci-dessus mais sur [0, 1].
Alors chaque (fy) est croissante sur [0, 1],
[0,1]

I {0
z
1

o L'exemple de l'observation p. 367 prouve enfin que Phypothése de croissance de chaque

(fu) converge simplement sur [0,1] vers

— R
G wp1 s la convergence nest pas uniforme.

si z=1

[ est indispensable.

Théoréme de Dini ** (1878) **
Soient (a,5) € R?, (£y) € (R#4)" et f € REY telles que
o VR €N, f, est continue sur [a, ]
o la suite (f,) est monotone *>3¢
o (fu) converge simplement vers f sur [a, ]

® f continue sur [a,b]

Alors (f) converge uniformément vers f sur [a, ).

33. cf. notice biographique p. 231

34. cf. Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, T. Nistri, Pisa,
35. Clest-a-dire que la suite (f») est croissante (ou décroissante) : pour tout z € [a, b], s (fn(2))
est croissante (ou décroissante).

36. Ne pas confondre une suite croissante de fonctions avee une suite de fonctions croissantes comme.
dans le premier théoréme de Dini (p. 381).

Les théoréemes moins connus ou
plus difficiles sont repérables

par leur fond rose.




FE Chapitre 7. Calcul différentiel

>
o est la matrice he
st

Théoréme 101 (Lagrange*’ (1759)™)

sienne de f en a.

Soient 7 un ouvert 1 %, [ ans application de 17 vexs K o elass € sur U et a € U

un point critique.

o Siat i > 0alns {almet o minimom local e o
o Sis? — i< ety < 0alors § admel un maximam local en 4
@ Sial +0> 9 fnfadmel pas loxiemom on o

On dit que / admet un poinl cal 't en o

RN Y

¥

4.3 Propriétés de la convergence uniforme L 377

b L b
5. Dans le cas on T = [a,b], on montre que / Ful@) dz’—/—»/ f(z)de.
a R

Exemple

. 0.1 — R
Soit (fa)nen- € (R®!)" ot pour tout n € N* fo

T — nlre

Graphes des fonctions f, de n =14 6.

Soit z € [0,1].

Alors f(x) ~——— 0 done (fy)nen- converge simplement vers la fonction nulle sur

0.1]

1
Or [ fule)dr =
o

a
= -t ) et / 0dr #1
P b
Done (fy)aer- ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1]

uniforme et i

Le théoréme 65 (p. 371) est faux pour les intégrales impropres comme lillustre le contre-
exemple suivant.

Chaque fois que
nécessaire, des figures
illustrent les théoremes,

définitions et exemples.

7.3 Arcs parampgtrés du plan

Définition 85

Soient k € N*, /un arc paramétré de classe C¥, T' son support et My, € I'.
On suppose queles entiers p et ¢ définis précédemment existent.

q pair q impair
T r
79 (to) 1 (to)
g t<to > to t>ty
5
My, 2 (t0) t<ty M, 2 ) (1)
Point ordinaire Point d'inflexion
T T
79 (to) 1 (to)
t<to,
)
= >ty M, >ty
Mo 9 ®(to) 9®(to)
t<ty
Point de rebroussement de 2° espéce  Point de rebroussement de 17 espéce
Remarques

1. Un point de rebroussement (de premiére ou de deuxitme espéce) My, est nécessai-
rement un point stationnaire car p pair implique v'(to) = (0,0)

Ainsi, un point régulier est soit un point ordinaire, soit un point d'inflexion.




6.6 Séries entiéres et équations différenti HH

Proposition 101
Soit a € R\N**. Alors la fonction @ —+ (1+ x)* est développable en série entidre , . N . L,
i e e e e Les démonstrations, tres soignées,

42y 1+§a(a71) ﬂfafvu»l)z,‘
=

n’omettent aucune étape dans un

Démonstration souci de clarté.

Soit f 2 +—> (1+2)”. Alors f est de classe C° sur |1, +oc].
De plus, pour tout & €]-1, +ocl, /() = a(1 +2)*! soit encore

(L+2)f'(z) = af(z)

Ainsi, en remarquant que £(0) = 1, f est Punique solution  de I'équation différenticlle

(1+2)y(x) = ay(x) ()

a condition initiale y(0) = 1.

Ra

sonnons & présent par analyse-synthose.

o Analyse.

Des exercices corrigés sont proposés a

Supposons / développable en série entiére sur |~R, B[ ol R € R}.

+o0
Alors, pour tout z €]~R, K|, f() = > anz". Ainsi f solution de I'équation

la fin de chaque chapitre. Les énoncés

S SE S S sont repérables par leur fond coloré.

-
> naant

b=t

= -
> ez =ay ana”
&

504 ] Chapitre 6. Séries entiéres

Ainsi, aprés un changement d'indice dans la premitre somme et en remarquant que le

terme pour n = 0 est nul dans la deuxiéme somme, f est solution de I'équation (x) ssi

420
Y ((n+Dans + (n - aJan)a™ =0

f=)

Done, via la remarque p. 502, pour tout . € N, (n+1)an 41+ (n—a)an = 0 c'est-i-dire
n

ns1 = a, avec ag =

n+l

6.9 Exercices corrigé: 537]

Ainsi

donc pour tout x €]-1,1f, on a
ang1 =

&
ntl n
soit encore, pour tout n € N*,

_afa=1)-(a=n+1)

ap ]

Donc si f est développable en série entiére sur |~R, R], alors pour tout z €|~ R, R[,

Déterminer le développement en série entiére (en 0) sur |1, 1[ de la fonction

o Synthése.

2
6 ~ o . afa—1)-(a—n+1) z— In(a? —2v2+1)
Soit la série entiére Y a," ot ag = 1 et pour tout n € N*, a,, = | .

al
11 suffit & présent de montrer que le rayon de convergence R de cette séric est égal a 1

En effet, si c'est le cas, la partie analyse a montré que sur |, R, sa somme est égale

P

= R — R
E— 1, via le théoreme 80 (p. 479), R = 1. Notons f :

7 — In(? —zv2+1)
Donc f est développable en série entiére sur |~1,1] et pour tout z €]~1,1[, on a

to0

A+a) =1+

b=t

nt1) Pour tout z € R, f'(x)

Soit Ia fraction rationnelle F = —=—— =
. . X2-X\3+1
Fonction exponentielle complexe o

La partie entitre de ' est mulle.

Létude générale des fonctions de variable complexe nest pas au programme des classes N ) .
) X Les poles de F dans € sont ¢'7/4 et e~7/

préparatoires.

Nous proposons, dans cette section, de présenter uniquement la fonction exponentielle Wi e Gl (i (et s (s E0), ame

complexe.

2X - V2

P Eam®E _—ewm - Xt

Donc pour tout « € R,

1

f'()

1
et )
Or pour tout z €]—1,1],

-

= To0
= e Y (e )" = 3 g
o =0 =0




Un index détaillé permet
de retrouver aisément

toute notion traitée.

Index

A

Abel, 426, 433, 437, 636
lemme d'—, 472
notice biographique, 186
régle ' pour les intégrales impropres, 289
régle d'— pour les séries numériques, 185
théoréme dit & — et Dini, 228
théordmes d'—, 472, 515
théordmes dus & —, 185, 197, 289
transformation d'—, 187
absolue
convergence — d’une intégrale impropre, 275
convergence — d’une série de fonctions, 428
convergence — d’une série numérique, 180
adhérence
définition, 55
valeur d'—, 90, 511
adhérent (point —), 55, 59, 61
Alembert (d'), 207, 416
notice biographique, 164
regle de — pour los séries entiéres, 479
2 i ériques, 162

, 522
, 479

— 177

582

origine d'un —, 101
paramtré du plan, 555
astroide, 562
asymptote, 567
horizontale, 567
oblique, 567
verticale, 567

B

Baire, 427
notice biographique, 426
Banach, 30, 60, 120
espace de —, 120
notice biographique, 83
théoréme dit &, 82
théoréme du point fixe de —, 124
base.
duale, 591
orthonormée d'un espace euclidien, 598
Bernoulli (Daniel), 203
Bermoulli (Johann), 178, 203
Bernoulli (lemniscate de —), 570
Bernstein, 350, 401
lemme de —, 391
notice biographique, 391
polynomes de —, 350, 386
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Espaces vectoriels

HOTES

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

IWE Introduction

Dans un espace vectoriel E, il peut étre utile de quantifier I’écart entre deux vecteurs
u et v. Cet écart se mesure naturellement dans R? ou R3 par la norme euclidienne de
la différence u — v. Cette norme euclidienne se généralise aisément dans RP pour tout
entier p. Mais il est souvent nécessaire de mesurer la distance entre deux vecteurs d’un

espace vectoriel quelconque.

En particulier, si E est I’espace des fonctions continues d’un segment [a, b] vers R et si f
appartient & E, on peut avoir besoin d’approcher f par une autre fonction g et d’évaluer
la qualité de cette approximation.

Supposons par exemple que 1'on cherche a étalonner un anémometre. Cet instrument est
constitué d’une hélice qui tourne sous la force du vent. Si elle est couplée a une dynamo,
I’hélice en rotation crée un courant électrique dont la mesure indique la vitesse du vent.
Encore faut-il connaitre la relation entre ces deux variables. On suppose donc qu’il existe
une fonction y = f(z) ot & désigne la vitesse du vent et y I'intensité électrique mesurée,
mais que cette fonction est inconnue. L’étalonnage de 'instrument consiste alors a utiliser

un ensemble de mesures {(:cl, Y1)y ey (T yn)} de ces deux variables pour construire une
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estimation g de la fonction f. Si cette approximation est de bonne qualité, toute nouvelle
mesure y de l'intensité électrique peut étre traduite en une mesure x de la vitesse du

vent par inversion de g.

La figure ci-dessus montre le graphe de cette vraie fonction f (inconnue) ainsi qu'un
ensemble de dix points {(:L'l, Y1)y .-, (10, y1o)} servant a ’étalonnage. Comme souvent
dans la vie expérimentale, ces points sont sujets a des bruits de mesures, c’est-a-dire
qu’ils ne se situent pas exactement sur le graphe de la fonction f. Si on n’a pas d’idée
pré-établie de la forme analytique de la vraie fonction f, on peut vouloir ’approcher par

un polyndme : on en fixe le degré (par exemple 2); lestimation ¢g a donc la forme

g(x) =ap + a1z + asz?

et, pour une valeur donnée des coefficients (ag, a1, az), on définit la fonction E d’erreur

du modele en (ag, a1, as) sur les points d’étalonnage par

> (glan) — )

k

E(ag, a1, as2)

—

(ao +arz, + a2$i - yk)2

I
NE

el
Il
=

On peut alors obtenir une estimation de f en donnant aux coefficients la valeur (ag, aj, a§)

qui minimise la fonction F.



1.1 Introduction

14 degré 5

degré 9

0 VV ]

La figure ci-dessus montre les estimations obtenues en choisissant des polynomes de

degrés 5 et 9. Elle conduit a deux observations :

e [’estimation par un polynéme de degré 9 a une meilleure performance vis-a-vis des
points d’étalonnage, puisqu’elle passe exactement par ceux-ci.

e Néanmoins, 'estimation par un polynome de degré 5 est de meilleure qualité vis-a-vis
de la fonction f : a l'ceil nu, son graphe est en effet plus proche de celui de f sur
I’ensemble du domaine.

Cet exemple fait apparaitre la nécessité de quantifier ’écart global entre deux fonctions

f et g : le polynéme doit étre choisi ici, non en fonction de la qualité de I’estimation sur

les n exemples, mais sur tout le domaine de définition.

Cette quantification de I’écart entre deux fonctions peut étre réalisée par des normes.

E — R4
Une norme sur un espace vectoriel E est une application || - ||

w o |
possédant de bonnes propriétés, comme d’étre toujours positive et de ne s’annuler que
quand u = 0. Ces propriétés, qui doivent étre vérifiées par toute norme, ont été choisies

de fagon a pouvoir envisager ||u — v|| comme une distance entre deux vecteurs u et v.

Ainsi, quand E est 'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] vers R, les normes

£ =gl = [ 1) ~g(a)]| do

1
les plus communes sont If - g”2 = \//O (f(z) - g(m))2 dx

|f =gl = Sup |f(z)—g()|
z€[0,1]
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Toutes permettent de définir un écart global entre deux fonctions f et g.

Dans le cas de I’étalonnage de 'anémometre vu plus haut, on ne sait pas évaluer || f— g||o<>
a partir d'un ensemble fini de n points : cette norme ne dépend que d’une seule valeur
de |f—gl, celle prise au point z* en lequel |f—g| est maximale; si * ne fait pas par-

tie des points d’étalonnage x;, les }yzfg(:cl)} ne suffisent pas a évaluer avec précision

| f(z*)—g(x")].

En revanche, les normes H f— ng et H f— gH2 sont basées, non pas sur une valeur unique

mais sur des moyennes de |f(x)—g(x)| et (f(x)—g(x))2

Ainsi les statisticiens peuvent estimer ces normes & partir d’'un ensemble fini de n points
d’étalonnage, avec d’autant plus de précision que le nombre n est grand. Cela permet
de construire une estimation polynomiale g,, de f a partir de n points d’étalonnage : on
choisit pour g, le polynéme qui minimise I’estimation a n points de H f- gH ,- De plus,
cette procédure garantit que

lim Hg” - f||2 =0

n——+00

Définitions

Espace préhilbertien réel

Cette section a pour but de rappeler succinctement quelques définitions et résultats sur

les espaces préhibertiens réels '

[ Définition 1

Soit £ un R-espace vectoriel. On appelle forme bilinéaire sur E toute application

p: Ex E— R telle que

e pour tout x € F, 'application y — ¢(x,y) est linéaire;

e pour tout y € E, application z — p(z,y) est linéaire.

1. Pour plus de détails, cf. Antonini, Algébre 2¢ année, De Boeck (2014).
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Remarque

Si ¢ est une forme bilinéaire sur E, on a donc, pour tout (z,y,z,t) € E* et tout

(A p) e R?,
o(r + Ay, z + pt) = p(x, 2) + pp(e,t) + Ap(y, 2) + Aup(y, t)

Exemples

1. Soient n € N*, E = R" et ¢ : E x E — R définie pour tout = (1,...,x,) et
y= (y1,-..,yn) dans E par

n
p(@,y) =Y wry
k=1

Alors ¢ est une forme bilinéaire sur E.

En effet, soient * = (x1,...,2n), ¥ = (Y1,---,Yn), 2 = (21,...,2,) trois vecteurs
de R™ et A € R.
n n
Alors p(z,y + Az) = Zxk (yk + )\zk) = Zxkyk + Az zp
k=1 k=1

= Zxkyk + Azxkzk
k=1 k=1
= o(z,y) + Ap(z, 2)
De méme p(z + Ay, z) = ¢(x, z) + Ap(y, 2).

2. Soient E I’ensemble des fonctions continues de R dans R et ¢ : E x E — R définie

pour tout (f,g) € E? par

o(f.9) = /0 F()g(t) dt

Alors ¢ est une forme bilinéaire sur FE.

En effet, soient (f,g,h) € E3 et A € R.

Alors o(f, g + Ah) /O F(O)(g + AR)(0)dt = /0 F(Og(t) + AF(Dh(E) dt

/ f(t)g(t)dt—i—)\/ F(&)R(t)dt
0 0
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Donce ¢(f, g+ Ah) = ¢(f. g) + Ap(f, h).
De méme @(f + Ag, h) = @(f, h) + Xp(g, h).

3. Soient n € N*, E = #,(R) I'espace des matrices carrées d’ordre n a coefficients

réels et ¢ : E x E — R définie pour tout (A, B) € E? par
¢(A, B) = tr(A"B)

ot AT est la transposée de la matrice A.

Alors ¢ est une forme bilinéaire sur E.

En effet, soient (A, B,C) € E® et A € R.

Alors p(A,B+XC) = tr(AT(B+AC)) = tr(A"B+AATC)
= tr(A"B) + Atr(ATC)
— (A, B) + Ap(4,C)

De méme p(A+ AB,C) = ¢(A,C) + Xp(B, C).

Définition 2

Soient £ un R-espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire sur £. On dit que ¢ est

symétrique si pour tout (z,y) € E2, o(z,y) = ¢(y, x).

Exemples

En reprenant les deux premiers exemples précédents, ¢ est bien entendu symétrique.

Quant au troisitme exemple, ¢ est également symétrique car pour tout (A4, B) € E?
¢(A,B) = tr(ATB) = tr((AT"B)") = tr(BT A) = (B, A).

-
Définition 3
Soient E un R-espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire symétrique sur £. On dit

que @ est un produit scalaire sur E si @ est de plus positive et définie c¢’est-a-dire si

e pour tout © € E, p(z,x) = 0;

e pour tout x € E, p(x,z) = 0= x = 0.




1.2 Définitions

Remarque

Si ¢ est une forme bilinéaire sur E, on a toujours ¢(0,0) = 0 car pour tout z € FE,

Exemples

1. Reprenons le premier exemple p. 25. On a déja vu que ¢ est une forme bilinéaire

symétrique. Montrons qu’elle est positive et définie.
n
Soit & = (x1,...,2,) € E. Alors p(z,z) = . 27 > 0 donc ¢ est positive.
k=1

De plus si ¢(z,z) = 0 alors pour tout k € [1,n], 27 = 0 donc z = 0 et ¢ est donc
définie d’ou ¢ est un produit scalaire sur F.
2. Reprenons le deuxieme exemple p. 25. On a déja vu que ¢ est une forme bilinéaire
symétrique. Montrons qu’elle est positive et définie.
Soit f € E.
Alors, comme f? est positive sur [0,1], ¢(f, f) = /1 f2(t)dt > 0. Donc ¢ est
0

positive.
De plus si ¢(f, f) = 0 alors, comme f? est positive sur [0, 1], pour tout ¢ € [0, 1],
f2(t) = 0 donc f = 0. Ainsi ¢ est définie et est donc un produit scalaire sur E.

3. Reprenons le troisieme exemple p. 26. On a déja vu que @ est une forme bilinéaire
symétrique. Montrons qu’elle est positive et définie.
Soit A = (a;;) € E.
Montrons que p(A, A) = tr(ATA) > 0.

n
AT A = (b;;) ou pour tout (i,75) € [1,n]?, bi; = Zakiakj.
k=1

Donc ¢(A, A) =tr(ATA) = Z bi; = Z Z az; >0 et ¢ est donc positive.

i=1 i=1 k=1
Supposons a présent ¢(A4, A) = 0. Alors pour tout (i,k) € [1,n]?, a}, = 0 donc
A =0 et ¢ est donc définie.

Définition 4
On appelle espace préhilbertien réel?® tout R-espace vectoriel muni dun produit

scalaire. On appelle espace euclidien tout R-espace vectoriel de dimension finie muni

d’un produit scalaire.
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Remarque

Lorsque (FE, ) est un espace préhilbertien réel, on notera souvent { | ) & la place de ¢.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

p
Théoreme 1 (inégalité de Cauchy>-Schwarz* (1927)°)

Soient E un R-espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire symétrique positive ° sur E.

Alors pour tout (z,y) € E?, ona’

le(z,y)| < Volz,z)\/ o(y,y)

Démonstration

Soit (z,y) € E%. Comme ¢ est positive, pour tout t € R, ¢(z + ty, z + ty) > 0.
Or, comme ¢ est bilinéaire symétrique,
oz +ty, + ty) = oy, Y)t* + 2tp(x,y) + o(z, )

Comme, pour tout ¢ € R, ce trindme du second degré en t est positif, son discriminant

A est négatif ou nul®. Or

A =4(p(z,9))” — 4z, 2)0(y, )

donc A < 0 implique bien I'inégalité souhaitée.

2. en hommage & David Hilbert. Cf. également la définition d’un espace de Hilbert p. 120 et notice
biographique p. 121.

3. cf. notice biographique p. 151.

4. cf. notice biographique p. 623.

5. Ce théoréeme, connu sous le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz ou parfois d’inégalité de Bou-
niakowsky, a été démontré dans des cas particuliers par trois mathématiciens : Cauchy démontre cette
inégalité pour des familles de réels en 1821 (cf. Cours d’analyse de I’Ecole royale polytechnique, Debure,
Paris, p. 454), Bouniakowsky la démontre pour les intégrales en 1859 (cf. p. 4 dans Sur quelques inégali-
tés concernant les intégrales ordinaires et les intégrales aux différences finies, Mémoires de I’ Académie
Impériale des sciences de St-Pétersbourg (VII), 1, n°9, pp. 1-18) et Schwarz pour les intégrales doubles
en 1885, mais publié seulement en 1888 (cf. p. 344 dans Ueber ein die Flichen kleinsten Fldcheninhalts
betreffendes Problem der Variationsrechnung, Acta Societatis scientiarum Fennicae, 15, pp. 315-362).
Il n’est démontré dans le cas général qu’en 1927 par von Neumann (cf. pp. 16-17 dans Mathematische
Begrindung der Quantenmechanik, Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Goéttingen,
Mathematisch-Physikalische Klasse, pp. 1-57).

6. Le théoreme est évidemment vérifié si ¢ est un produit scalaire.

7. cf. également la remarque p. 35.

8. Si p(y,y) =0, pour tout t € R, 2tp(x,y) + ¢(x,z) = 0 donc ¢(z,y) = 0 et I'inégalité du théoréme
est bien vérifiée.
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Exemples

1. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz au premier exemple p. 25.

On a alors pour tout = = (z1,...,2,) et y = (y1,...,yn) dans R",

(En) <(E4) ()
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2. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz au deuxiéme exemple p. 25. On a alors,

pour tout f et g dans CO([O, 1],R),

(/Olf(t)g(t) dt)2 < </01 f2(t)dt> (/Olgz(t)dt>

3. Appliquons cette inégalité au troisieme exemple p. 26. On a alors, pour tout A et
B dans A, (R),
tr? (ATB) < tr(ATA) tr(BTB)

W] Inégalité de Minkowski

g
Théoreme 2 (inégalité de Minkowski® (1927) 1)

Soient E un R-espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire symétrique positive '* sur E.

Alors pour tout (z,y) € E?, on a '

\/so(fv+y,w+y) < \/cp(x,x)+\/s0(y,y)

Démonstration

Soit (z,y) € E%. Alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Alors p(z+y,x+y) = @(@,2)+20(z,9) + ¢(y, y)
< pla, ) +2[e(z,y)| + ey, y)
< oz, ) + QWW + ¢y, y)
< (\/so(w,:c) + \/<p(y,y))2

d’ou I'inégalité de Minkowski.

9. Ce théoréme a été démontré dans un cas particulier par Minkowski (cf. p. 115 dans Geometrie der
Zahlen, Teubner, Leipzig).

10. Ce théoréme, connu sous le nom d’inégalité de Minkowski, n’est en réalité démontré dans le cas
général qu’en 1927 par von Neumann (cf. pp. 16-17 dans Mathematische Begriindung der Quantenme-
chanik, Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-Physikalische
Klasse, pp. 1-57).

11. Le théoréme est évidemment vérifié si ¢ est un produit scalaire.

12. cf. également la remarque p. 35.
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Normes

~

Définition 5
Soit E un K-espace vectoriel.

13

On appelle norme'” sur E toute application || - || : E — Ry telle que pour tout

(z,y) € E? et tout A € K,
o |z =0=2=0 (séparation)
o ||Az|| = M| ||zl (homogénéité)

o llz+yll <zl + llyll (inégalité triangulaire)

On appelle espace vectoriel normé (sur K)'* tout couple (E,| - |) ot E est un

K-espace vectoriel et || - || une norme sur E.

Remarque
Si || - || est une norme sur E, on a immédiatement en prenant A = 0, ||0]| = 0.
Exemples

1. La fonction valeur absolue |- | est une norme sur R.

2. Soient n € N* et E = R"™. Notons H . ||1, H . ||2 et H . ||oo les applications de E dans

R définies pour tout x = (x1,...,2,) € E par
n
o Jlofl, = >l
k=1
1/2

n

o Jlefly = Dok
k=1

13. La notion générale de norme dans un espace vectoriel quelconque est introduite en 1920 par Banach
(cf. notice biographique p. 83) p. 135 de sa theése publiée en 1922 (cf. Sur les opérations dans les ensembles
abstraits et leur application aux équations intégrales, Fundamenta Mathematicae, 3, pp. 133-181). Trois
autres mathématiciens introduisent également cette définition de la norme entre 1920 et 1922 : Norbert
Wiener en 1920 (cf. On the theory of sets of points in terms of continuous transformations, pp 312-315
de l'ouvrage publié en 1921 : Comptes rendus du Congres international des mathématiciens [Strasbourg,
22-30 septembre 1920], Privat, Toulouse)7 Eduard Helly en 1921 (cf. Uber Systeme linearer Gleichungen
mat unendlich vielen Unbekannten, Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 31, pp. 60-91) et Hans
Hahn en 1922 (cf. Uber Folgen linearer Operationen, Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 32,
pp. 3-88). Wiener dit lui-méme en 1923 (cf. p. 143 de sa Note on a paper of M. Banach, Fundamenta
Mathematicae, 4, pp. 136-143) que la paternité de cette notion est & remettre & Banach car la these
de ce dernier est soutenue quelques mois avant ses travaux. Le terme et la définition axiomatique d’une
norme avaient déja été présentés en 1918 par Riesz (cf. notice biographique p. 600) dans le cas particulier
de D’espace des fonctions continues sur [a, b] (cf. p. 72 dans Uber lineare Funktionalgleichungen, Acta
Scientiarum Mathematicarum (Szeged), 41, pp. 71-98).

14. Sans précision, un espace vectoriel normé est un espace vectoriel normé sur K.
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¢ lell = Max o
Alors || || || - [], et ||+ HOO sont trois normes '° sur FE.

En effet, pour chacune des applications, les propriétés de séparation et d’homogé-

néité sont évidentes. Montrons simplement 1’inégalité triangulaire.

Soit (z = (x1,...,2n),y = (Y1,-.-,yn)) € B2

n n

o+l = 3l ] < 32 (Jonl+luel) done [lo-+ 3, < flal, + [l
k=1 k=1
e Remarquons que ' ||z HQ (x]|z) ou le produit scalaire ( | ) est défini par

(z]y) = Zxkyk

Ainsi, via I'inégalité de Minkowski p. 30, on a

\/(I +ylzr+y) < \/<CB|JC> + \/(y|y>
c’est-a-dire Hm+y||2 || H2 + [y,
e Pour tout k& € [1,n], }ﬂvk +yk| < |30k| + }yk} < HZUHOO + HyHoo

Done ||+l = Max i +ye| < [|z]| + [l

3. Soient (a,b) € R%tel que a < bet E = CO([a, b], R) I’espace des fonctions continues
sur [a, b]. Notons H . Hl, H . H2 et H . Hoo les applications de E dans R, définies pour

tout f € E par

b
o 7], = [ s ar
b
ol (f o)

o[£l = Suw |£®)]
t€la,b]

1/2

15. Plus généralement, on peut montrer que pour tout réel p supérieur ou égal a 1, les applications
n 1/p
|- || rx = (z1,..., Ty )+ (Z |zk}p) sont des normes sur E (cf. corollaire 3 p. 117).
k=1

16. d’ou la dénomination de norme euclidienne pour || . ||2
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17

Alors H . Hl, H . HQ et H . HOO sont trois normes'’ sur F appelées respectivement

norme de la convergence en moyenne, de la convergence en moyenne quadratique
et norme de la convergence uniforme. En effet, pour chacune des applications, les
propriétés de séparation et d’homogénéité sont évidentes. Montrons simplement
Iinégalité triangulaire.

Soit (f,g) € E>.
Nl = [ s+ swlar< [ (1501 + o) a < 51, + ol

e Remarquons que Hin = (f|f) ou le produit scalaire ( | ) est défini par

b
(flg) = / F(Hg(t) dt

Ainsi, via 'inégalité de Minkowski p. 30, on a

VU +alf+9) < VUL + o)

c’est-a-dire Hf+gH2 < Hng + HgHQ

e Pour tout t € [a,b], |f(t) + g(t)| < [f()] +|9@®)| < |||l + 9]l

Done |+ .. = S 17)+ o8] < ] + .

4. Soit E = ((N) I'espace (vectoriel) des suites réelles u = (uy) telles que la série
3" |un| converge. Notons || - H1 Papplication de F dans R définie pour tout u = (uy,)

dans F par
+oo
lell, =Dl
n=0

Alors H . H1 est une norme sur F. En effet, les propriétés de séparation et d’homo-
généité sont évidentes.
Montrons I'inégalité triangulaire. Soit (u = (un),v = (v,)) € E?. Alors

n

S+l € 3 (Jo + ) < 3 é’“k' <ol +lell, )

k=0 k=0 k=0

17. Plus généralement, on peut montrer que pour tout réel p supérieur ou égal a 1, les applications

I- ”p s [ (fab|f(t)}pdt) e sont des normes sur K.
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Donc la suite des sommes partielles associée a la série a termes positifs Z|“n + vn}
est majorée donc converge. En passant a la limite quand n tend vers l'infini dans
(x), on a

b +olly < fluly + [Jlly

5. Soit E = (?(N) l'espace (vectoriel) des suites réelles u = (u,,) telles que la série

S u? converge. Notons H . HQ Papplication de F dans R définie pour tout u = (u,,)

oo 1/2
Jull, = (Z)
n=0

est une norme sur E. En effet, les propriétés de séparation et d’homo-

dans F par

Alors H .

généité sont évidentes.

(B

Montrons I'inégalité triangulaire. Soit (u = (un),v = (v,)) € E?. Alors via lin-
n

égalité de Minkowski p. 30 sur R™*! muni du produit scalaire (z|y) = Zxkyk,
k=0

on a

n n

St ) <[>+ [ < ol + o, (o)

k=0 k=0 k=0

Donc la suite des sommes partielles associées a la série a termes positifs > (un+vn)2
est majorée donc converge et en passant a la limite quand n tend vers I'infini dans
(x%), on a

Jle ol < [l + [loll,

6. Soit £ = M, (R) Pespace des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients

dans R. Notons H . ||oo I'application de E dans R définie pour tout A = (aij) Sy
par
4]l = Max |as; |
Jjell.r]
Alors H . HOO est une norme '® sur E. En effet, les propriétés de séparation et d’ho-

mogénéité sont évidentes.

18. On peut également montrer que les applications || . ||1 et || . ||2 définies pour tout A = (a;;) € E

n p n p 1/2
respectivement par [|A[, = D |aij| et |All, = ( > Zafj) / sont des normes sur E.
i=1j=1 i=1j=1
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Montrons I'inégalité triangulaire. Soit (A = (a;;), B = (bs;)) € E?. Alors pour tout
(i,4) € [L,n] x [1,p] on a

Jaij + bij | < Jaig| + [bi] < Al + 1Bl

donc

14+ Bl <[4l + 1Bl

Remarque

Soit (E,( | )) un espace préhilbertien réel.

rF — R+
Soit || - || :

Alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz p. 28 s’écrit

()] < ll=[l Iy

De plus, || - || est une norme sur E 'Y car, via la définition d'un produit scalaire, les
propriétés de séparation et d’homogénéité sont évidentes, et, via 'inégalité de Minkowski
p- 30, on a directement

o +yll < llzl + [yl

P
Proposition 1

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Alors pour tout (z,y) € E?, on a

[zl = llyll| < llz = yll < llzll + [ly]

Démonstration
Soit (z,y) € E?.

L’une des inégalités est évidente car
o =yl = [lz+ (=] < llzll + | = yll = [zl + |yl
Dautre part ||z]| = [|(z — y) +y| < |z =yl + [ly]| donc

el = llyll < lle =yl (%)

19. appelée norme associée au produit scalaire (| ).
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De méme, [[y|| = ||(y—2)+=| < lly—=+lz] = |z =yl + ||zl done [ly[|—[|z[| < [l —y]
d’ott

—llz =yl <zl = llyll - ()

Via les inégalités (%) et (xx), on a finalement

—llz =yl < ll=ll = lyll < llz =yl

donc

[zl = llyll] < llz = yll

Distance

( r - - -

Définition 6

Soit E un ensemble non vide.

On appelle distance sur E toute application d : E? — R, telle que pour tout
(z,y) € E?,

o d(z,y) =0<= 2=y (séparation)
(symétrie)

+d(y, ) (inégalité triangulaire)

On appelle espace métrique®” tout couple (E,d) ot E est un ensemble non vide et

d une distance sur E.

Remarque
Contrairement a la propriété de séparation pour une norme, il n’est pas possible de

montrer 'implication z = y = d(z,y) = 0 & partir des deux autres propriétés.

p
Proposition 2

Soit (E,d) un espace métrique. Alors pour tout (x,y,2) € E3, on a

’d(xay) - d(xa Z)} < d(y’z)

20. La notion de distance est introduite (sous le terme écart) par Fréchet (cf. notice biographique p. 96)
dans sa theése de 1906 (cf. p. 30 dans Sur quelques points du calcul fonctionnel, Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, 22, pp. 1-74) et l'appellation espace métrique est due & Hausdorff (cf. notice
biographique p. 72) en 1914 (cf. p. 211 dans Grundziige der Mengenlehre, Veit & Comp., Leipzig).
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Démonstration

Soit (x,y,z) € E3. Alors via I'inégalité triangulaire on a d(x,y) < d(z,2) + d(z,y) donc
via la symétrie,

d(z,y) —d(z,2) <d(y,z)  (*)
De méme d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) donc d(zx, z) — d(x,y) < d(y, z) d’ou
d(z,y) —d(x,2) > —d(y,z) (s
Via (x) et (x%), on a finalement

Distance associée a une norme

-
Définition 7
Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. On appelle distance associée a || - || Iappli-

cation d : E? — R, définie pour tout (z,y) € E? par

d(z,y) = [z =y

Remarque
Via les propriétés d’une norme, d est bien une distance sur F.
Remarquons que d vérifie alors deux autres propriétés : pour tout (z,vy,2) € E® et pour

tout A € K, on a
dx +z,y+2) =d(z,y) et dAz,\y) = |Nd(z,y)

En effet
dx+z,y+2)=|(x+2) = (y+2)|| = llz —yll = d(z,y)

et
d(Az, \y) = [[Az = Myl = Al =y = d(z, y)
IWHNM Distance d’un point a une partie d’un espace vectoriel normé

Soient (E, || -||) un espace vectoriel normé et d la distance associée a || - ||.
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Soit A C E tel que A # 0.

L’ensemble {d(x, a),a € A} est une partie non vide de Ry minorée par 0 et admet donc

une borne inférieure d’ou la définition suivante.

-
Définition 8

Soient (E, | -||) un espace vectoriel normé, d la distance associée a || -||, A une partie
non vide de E et x € E.

On appelle distance de x a A le réel noté d(x, A) défini par

d(z,A) = Inf d(z,a) = Inf ||z — |

Produit d’espaces vectoriels normés

Soient n € N* et n espaces vectoriels normés (E1, |- || &,), (B2, |- £), -5 (En, |- £,)-
Est-il possible de définir une norme sur Fy X Fy X -+ X E,?

La proposition suivante donne la réponse.

p
Proposition 3

Soient (E1, | &), (B2, || 1l£.), - (Ens |l - |5,), n espaces vectoriels normés.
Alors (E1 X oo X Byl ||oo) est un espace vectoriel normé appelé espace vectoriel
normé produit ou pour tout & = (z1,...,2,) € E1 X -+ X E,,

el = Mo [l

Démonstration

Montrons que || . Hoo est une norme sur Fqp X --- X E,,.

Les propriétés de séparation et d’homogénéité sont immédiates. Montrons 'inégalité tri-

angulaire.

Soit (:c: (T1,...,2n),y = (yl,...,yn)) € (E1 X o ><En)2.
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Alors, comme pour tout k € [[1, n]]7 H . H est une norme sur Fy, on a

Ey

e+ yellp, < llaell g, + o]l g,

< Mo lloells, + Ma oo, = llolle + ol

Donc

o+ wllog = Max [lzn + yil| g, < lofloc + [l¥]loc

Convergence d’une suite dans un espace vectoriel normé

P
Définition 9

Soient (E, || -||) un espace vectoriel normé et () une suite de E (c’est-a-dire, pour
tout n € N, z,, € E).

On dit (z,) converge vers ¢ € E (pour la norme || - ||) si

Ve>0 INeN VYneN n>2N=|z,—{|<e¢

Remarques

1. L’unicité de la limite se montre comme dans le cas ou F = R en remplacant les
valeurs absolues par la norme || - ||. De la méme fagon, on montre la stabilité par
la somme et le produit par un scalaire. Enfin, il est également immédiat, toujours
en remplacant les valeurs absolues par la norme || - ||, que toute suite convergente

dans E est bornée?!.

2. La limite dépend de la norme choisie.
En effet, soient £ = CO([O, 1],R) et (fn) la suite définie pour tout ¢ € [0,1] par
fu(t) =1t™

En reprenant les définitions de HH1 et HHOO (cf. p. 32), on a

1
— n — 1 — ny _
Ifall = [ et = g et il = S () =1
Donc (f,,) converge vers la fonction nulle pour || . H1 mais pas pour || . HOO

21. Pour le détail des démonstrations dans le cas de R, cf. Costantini, Analyse 1™ année, De Boeck
(2013).



Chapitre 1. Espaces vectoriels normés

Proposition 4

Soient p € N*, (E1 X xEy, || ||oo) espace vectoriel produit de p espaces vectoriels
normés (Ev, ||+ [|z,), (B2 ||-1l£.)s -+ (Bp, |- |&,) et (zn) une suite de By X - - - x E,.
Notons pour tout n € N, z,, = (x,(ll), e x%p)).

Alors (x,) converge vers ¢ = ({1,...,4,) € By X --- x E, ssi pour tout k € [1, p],

(x%k)) converge vers (.

Démonstration

Soit € > 0.
Comme (x,,) converge vers ¢, il existe un rang N € N tel que pour tout n € N,
nzN=|z.— | _<e¢
Ainsi pour tout &k € [1, p],
nzN= |20 — |, <|ea—t]| <e

donc pour k € [1,p], (x,(lk)) converge vers (k.

Réciproquement, supposons que pour tout k € [[1, p], (x%k)) converge vers (.
Soit € > 0.

Alors pour tout k € [1,p], il existe un rang ny € N tel que pour tout n € N,
n>=n, — nglk) —EkHEk <e

Ainsi, si N = kl\/{[axﬂnk, pour tout k € [[1,p] et tout n € N, on a
eltp

n>N=— nglk) —ékHEk <e
d'ott
n2 N = llan — ], = Max [|e el <e

donc (z,,) converge vers /.
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Topologie dans un espace vectoriel normé

Boule ouverte, boule fermée, sphére

~

Définition 10
Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé. On appelle boule ouverte (respectivement

boule fermée) de centre a € E et de rayon r € R’ I'ensemble noté B(a,r) ou Bg(a,r)

(respectivement B(a,r) ou Bg(a,r)) défini par
Ba,r)={z € E, ||z —al <} (respectivement B(a,r) ={z € E,|lz —a| < r})

On appelle sphére de centre a € E et de rayon r € R I'ensemble noté S(a,r) défini

par

S(a,r)={x € E,|z—a| =7}

Exemple

Dans D'espace vectoriel normé (R, |- ), B(a,r) =la—r,a+r[ et Bla,r) = [a —r,a+7].

Remarque
La représentation graphique des boules dépend de la norme choisie.

Soient £ = R? et u = (v,y) € E.

[ull, = Il + 1yl
Reprenons les définitions des trois normes sur E' définies p. 31: ¢ ||ul|, = /22 + y?

e o = Max(|], y1)

et représentons graphiquement les boules fermées B;(0,1) = {x € F, Hsz < 1} pour

t=1,1=2et i=o00.

Y Y.
W O

B1(0,1) B»(0,1) Boo(0,1)
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Proposition 5

Soient (E1, ||||&,), -, (En, ||| £,), n espaces vectoriels normés, E = Ey X - - X By,

I’espace vectoriel produit 22

muni de la norme || . HOO, a=(ay,...,an) € Eetr e R}.
Alors Bg(a,r) = Bg,(a1,7) X -+ X Bg, (an, 7).

De méme Bg(a,r) = Bg,(a1,7) X -+ x Bg, (an, 7).

Démonstration

Soit & = (x1,...,2n) € Bg(a,r). Alors ||z — aHOO = kM[[iax]]ka - akHEk <.
ell,n

Donc pour tout k € [1,n], ||zx — akHEk <r d’ou zy € Bg,(ag,T).
Réciproquement, soit © = (z1,...,2,) € B, (a1,7) X -+ X By, (an,r).
Alors pour tout k € [1,n], zx € Bg, (ax,r) donc ||z — akHEk <r.

Ainsi ||z —al| _ = Max ||z}, — akHEk < rdoncz = (x1,...,2,) € Bg(a,r).

ke[1,n]
La démonstration est similaire dans le cas des boules fermées.

Définition 11

Soient (£, || -||) un espace vectoriel normé et A C E.

On dit que A est borné s'il existe K € Ry tel que pour tout = € A, ||z] < K.

Remarque

En terme de boule fermée, A borné signifie qu’il existe K € R, tel que A C B(0, K).

Normes équivalentes

~

Définition 12

Soient E un K-espace vectoriel, || - || et || - || deux normes sur E.
On dit que || - || et || - ||" sont équivalentes?® s’il existe (\, p) € (R*Jr)2 tel que pour
tout r € F,

Allll < [lzll” < gl

22. On rappelle que pour tout & = (z1,...,2n) € E1 X -+ X En, ||ac||Oo = kg/ﬁ);]]”xk”Ek.

23. On écrit parfois || - || ~ || - ||’
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Remarques

1. Via cette définition de I’équivalence de deux normes, ~ est une relation d’équiva-
lence.

En effet

o ~ est réflexive.

e ~ est symétrique. En effet, supposons que || - || ~ || - ||".

Alors il existe (A, u) € (Ri)Q tel que pour tout = € E,

Al < lle]l” < pll]

donc
el < llel < 5l
drot [ [[" ~ | - |-
e ~ est transitive. En effet, supposons que || - || ~ |- || et || -||' ~ | - ||”.

Alors il existe (A, u) € (R*Jr)2 et (a,B) € (Rj)Q tels que pour tout x € E,

Al < llzll” < pllzll et aflzll” < =" < Bl

Donc
ad|z]| < [l < Bullz
drot || - |l ~ [ [I”.
2. Soient || - || et || - || deux normes équivalentes.

Alors {|lz|'/||z|l;z € B,z # 0} (respectivement {lzl/llz|;z € E,x # 0}) est
borné. En effet, il existe (A, u) € (Ri)2 tel que pour tout = € E,

Allzll < llz]" < ]

donc pour tout = € F tel x # 0,

=]’ . 1_ = _1
A< < B respectivement — < 7 <
(Bl wo ] oA

/
Ainsi, §’il existe une suite non nulle (z,) de E telle que la suite <|||30n|” ) ou la
Tn

suite <||:cn||/> n’est pas bornée, alors || - [| et || - | ne sont pas équivalentes.
LT
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Exemples
1. Soient n € N* et E = R"™. Les normes H . Hl, H . HQ et H . HOO sont équivalentes.
En effet, soit x = (x1,...,2,) € E. Montrons que **
2l < ll=]l, < vzl
2/l < =]l < nll=]l
n
Pour tout k € [1,n], 22 < Y a7 = Hac”i done |zy| < |||, don ||z|| L < ||z,

k=1

n
D’autre part, pour tout k € [1,n], 23 < HxHZO donc Z:ci < nH:EHiO
k=1

dot [|z]], < v/ael| ..

Ainsi, H - H2 et H . HOO sont équivalentes.

E=R? 1

Si les boules fermées sont « emboitables »,

les normes sont équivalentes.

1 B (0,%5) © Ba(0,1) C Bo(0,1)

S

lzllc < llll, < v2l]l

n
D’autre part, pour tout k € [1,n], |xk| < Z |zk| = ||:43H1 donc H:EHOO < H:L'Hl

k=1
n

Enfin, pour tout k € [1,n], |zx| < ||z donc |||, = Z lzi| <z .
k=1

Ainsi || . H1 et H . ||oo sont équivalentes et par transitivité || . H1 et || . H2 le sont

également.

24. En reprenant les notations de la remarque p. 41, I'inégalité ||a&||2 < \/ﬁ”znoo est équivalente a
Pinclusion Beo (0, 1/\/5) C B2(0,1) ou encore a I'inclusion Boo(0,1) C B_Q(O7 \/ﬁ) Graphiquement, en
prenant par exemple n = 2, la boule fermée B (0, 1/\/5) peut s’emboiter dans la boule fermée B_Q(O7 1).
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E=R? 1|
| | B (0,1) ¢ Bi(0,1) ¢ Bu(0,1)
—1! 0 % '
]l < ll=ll, < 2]l
—1

2. Soient E = C°([0,1],R) et (f,) la suite définie pour tout ¢ € [0,1] par f,(t) = t™.

En reprenant les définitions de H||1 et ||Hoo (cf. p. 32), on a

! 1
Il = [ emat = —

[ £allo = Sup () =1
t€[0,1]

1 1/2 1
- 2n -
b= ([ at) = s

En particulier on a

lfully _ nt1
[l ~ Ve T

+00

anHoo =V2n+1—— 40

£l it
Via la deuxieme remarque p. 43, on en déduit que les normes || . H1 et || . H2, || . H1 et
|| . HOO, H . ||2 et H . ||oO ne sont pas équivalentes. Ainsi, deux quelconques des normes

H . Hp H . H2 et H . Hoo ne sont pas équivalentes.
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Proposition 6

Soient E un K-espace vectoriel, || - || et || - || deux normes sur E. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) || - || et || - || sont équivalentes.

(ii) Toute suite (z,,) de E converge vers £ € E pour la norme || - || ssi (z,) converge

vers £ pour la norme || - ||.

Démonstration

(i) = (ii) | Supposons que || - || et || - || sont équivalentes.
Alors il existe (A, u) € (R’_’;)Q tel que pour tout x € F,

Al < flzll" < pllzll (%)
Soit € > 0.
Supposons que (z,) converge vers ¢ pour la norme || - ||.

Alors il existe N € N tel que pour tout n € N,
€
n>2N= |z, /| < —
1
Ainsi, via la deuxiéme inégalité de (x), pour tout n € N,
€
n2N= |z, — | < pllan — £ Spo=e
donc (z,,) converge vers ¢ pour la norme || - ||’.

Réciproquement, supposons que (z,,) converge vers £ pour la norme || - ||’

Alors il existe N € N tel que pour tout n € N,
n>N= |z, — /|| <Ae
Ainsi, via la premiére inégalité de (x), pour tout n € N,

1
n> N = o, — 0 < Sllon =€) < she=e

> =

donc (z,,) converge vers ¢ pour la norme || - ||’.

(ii) = (i) | Supposons la seconde assertion.

Supposons par l'absurde que || - || et || - || ne sont pas équivalentes.
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pour tout p € R, il existe x € E tel que ||z]|" > pl|||

Alors ou

pour tout A € R%, il existe z € E tel que Al|z| > ||z’

Quitte a échanger le role des deux normes, supposons que pour tout pu € R, il existe

x € E tel que ||z|" > pllx|-

Alors, pour tout n € N*, en prenant successivement =1, =2, ..., u = n, il existe

une suite (z,)nen- de E telle que
[znl” > nllzall  (+x)

Cette inégalité stricte implique que la suite (z,,) est non nulle.

Soit & présent la suite (uy,)nen= définie pour tout n € N* par

1 z,

Uy =
TVl

len| = — PR 0 donc (uy) converge vers 0 pour la norme

f

Alors [Juy,|| =
-1l

Or, via 'inégalité (xx),

fllx I

Ll
llunl" = —==Vn
TV Tl f
donc (u,) ne converge pas vers 0 pour la norme || - ||’ d’ott une contradiction avec 1’hy-
pothese.
Remarque

Ainsi pour deux normes équivalentes, la notion de convergence coincide.

Voisinage

Définition 13

Soient (E, | -||) un espace vectoriel normé, V C E et a € E.

On dit que V est un voisinage > de a (dans E) si V contient une boule ouverte de

centre a c’est-a-dire §'il existe r € R% tel que B(a,7) C V.

25. La notion moderne de voisinage est introduite en 1914 par Hausdorff (cf. notice biographique p. 72
et p. 212 de son ouvrage Grundzige der Mengenlehre, Veit & Comp., Leipzig).
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Notation

On note ¥ (a) 'ensemble des voisinages de a (dans E).

V' est un voisinage de a; mais

A n’est pas un voisinage de as.

Remarques

1. Si V est un voisinage de a, a € V car il existe r € RY tel que B(a,r) C V et
a € B(a,r).

2. Si V est un voisinage de a et A est une partie de E contenant V', alors A est un
voisinage de a. En effet, il existe » € R tel que B(a,7) C V or V. C A donc

B(a,r) C A donc A est un voisinage de a.

p
Proposition 7

Soient (E, || - [|) un espace vectoriel normé et a € E.

1. Une réunion quelconque ?° de voisinages de a est un voisinage de a.

2. Une intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

Démonstration

1. Soient I un ensemble non vide et (V;);c; une famille de voisinages de a.

Comme pour tout i € I, V; C U V;, via la remarque précédente, U V; est un
il il
voisinage de a.

2. Soit (V4,...,V;) une famille de n voisinages de a. Alors pour tout k € [1,n], il
existe r, € R tel que B(a,ry) € Vi.

n n
Soit r = Min 7. Alors r € R% et B(a,r) = B(a,r;) C Vi
ke[1,n] + (a,) 1@1 (a,7%) ]Ql
donc ﬂ V}; est un voisinage de a.
k=1

26. c’est-a-dire U V; ou I un ensemble non vide et (V;);c; une famille de voisinages de a.

iel
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Remarque

Une intersection quelconque de voisinages de a n’est pas un nécessairement un voisinage

de a.
. 11 .
Par exemple pour £ = R muni de la valeur absolue, } -, = { est une famille de

voisinages de 0.

11
Or m } o { = {0} n’est pas un voisinage de 0.

neN*

Ouvert, fermé

~

Définition 14

Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé et U C E. On dit que U est un ouvert 27

de E si U est un voisinage de chacun de ses points c’est-a-dire si
VueU 3FIreRi B(u,r)CcU

On dit que F C E est un fermé 2’3" de E si le complémentaire de F dans E, noté
E\F ou Cg(F), est un ouvert de E.

U est un voisinage de chacun de

’ 3 ses points.
o

27. On dit aussi U est ouvert dans E.

28. Cette notion est introduite (sous le terme allemand Gebiet, c’est-a-dire domaine) par Hausdorff en
1914 (cf. notice biographique p. 72 et p. 215 de son ouvrage Grundziige der Mengenlehre, Veit & Comp.,
Leipzig) et 'appellation sous-ensemble ouvert est due a Carathéodory (1873-1950) en 1918 (cf. p. 40 de
son ouvrage Vorlesungen tber reellen Funktionen, Teubner, Leipzig).

29. On dit aussi F' est fermé dans E.

30. La notion d’ensemble fermé est due a Cantor (cf. notice biographique p. 369) en 1884 (cf. p. 470 du
numéro 6 de son article Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten, Mathematische Annalen,
23, pp. 453-488).
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p
Théoréeme 3 (Dedekind (vers 1871) *'-Hausdorff%:33 (1914) %)
Soit (E - ||) un espace vectoriel normé. Alors
1. Toute boule ouverte est un ouvert de E.

Toute boule fermée est un fermé de E.

Une réunion quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.

= 89 e

Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

5. Une réunion finie de fermés de E est un fermé de E.

6. Une intersection quelconque de fermés de E est un fermé de E.

Une boule ouverte est un ouvert. Une boule fermée est un fermé.

Démonstration

1. Soient a € E et r € R.. Montrons que B(a,r) est un ouvert de E.
Soit « € B(a,r). Notons n = || — al|. Alors n < r car x € B(a,r).
Montrons que B(z,r —n) C B(a,r).

Soit y € B(z,r —n). Alors ||y —z|| <r —n

donc
ly—all=ly—z+z—al <|y—z|+ |z —al| <r—n+n=r

d’ott y € B(a,r). Ainsi B(a,r) est un ouvert de E.

31. Dedekind montre déja vers 1871 le premier item de ce théoréme dans son article Allgemeine Sdtze
iber Rdume publié dans ses ceuvres completes (cf. pp- 353-355 dans Gesammelte mathematische Werke,
2, Vieweg, Braunschweig (1931)).

32. cf. notice biographique p. 72.

33. Ces résultats ne sont pas connus sous le nom de théoréme de Dedekind-Hausdorff mais peuvent
étre attribués & ces deux mathématiciens (cf. notes 31 et 34).

34. cf. p. 216 de son ouvrage Grundzige der Mengenlehre, Veit & Comp., Leipzig.
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2. Soient @ € E et r € R}.. Montrons que B(a,r) est un fermé de E c’est-a-dire que

E\B(a,r) est un ouvert de E.

Soit x € E\B(a,r). Notons n = ||z — al|. Alors n > r car x ¢ B(a,r).
Montrons que B(z,n —r) C E\B(a,r).

Soit y € B(z,n —r). Alors ||z — y|| <n —r donc

n=lz—yl>r  (+)
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De plus ||z —al| = |lz —y+ vy —a|| < ||z —y|| + ||y — a|| donc, 'inégalité (x), on a
ly —all = |z —all = lz =yl =n—lle -yl >r
d’ou y ¢ B(a,r) cest-a-dire y € E\B(a,r). Ainsi E\B(a,r) est un ouvert de E.

. Soient I un ensemble et (U;);c; une famille d’ouverts de E. Montrons que U U;
icl
est un ouvert de E c’est-a-dire un voisinage de chacun de ses points.

Soit x € U U;. Alors il existe i € I tel que = € U;. Or U; est un ouvert de E, donc
icl
en particulier un voisinage de z, et U; C U U; donc via la deuxiéme remarque
icl
p- 48, U U; est un voisinage de x.
icl
n

. Soit (Uy, ..., Up,) une famille de n ouverts de E. Montrons que ﬂ U}, est un ouvert
de F c’est-a-dire un voisinage de chacun de ses points. =

n
Soit x € ﬂ Uy. Alors pour tout k € [1,n], € Uy or tous les Uy sont des ouverts
k=1

de F donc, en particulier voisinages de x.

n
Via la proposition 7 (p. 48), ﬂ Ul est un voisinage de x.
k=1
n

. Soit (Fi,..., F,) une famille de n fermés de E. Montrons que U Fj, est un fermé

k=1
n
de F c’est-a-dire E'\ U Fj, est un ouvert de E.
k=1
Comme E\Fy, ..., E\F, sont n ouverts de E, via l'assertion précédente de cette

n n
proposition, ﬂ E\F, = FE\ U F}, est un ouvert de E.
k=1 k=1

. Soient I un ensemble et (F});c; une famille de fermés de E. Montrons que ﬂ F;
icl
est un fermé de E c’est-a-dire E \ ﬂ F; est un ouvert de E.
icl
Comme (E\ F})er est une famille d’ouverts de E, via la troisiéme assertion de cette

proposition, U E\F;=FE\ ﬂ F; est un ouvert de E.
i€l iel
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Exemples

1. E et () sont des ouverts de F mais sont aussi des fermés de E car E\E = () et

E\) = E sont des ouverts de E.

2. 1l existe également des ensembles ni ouvert, ni fermé. Par exemple dans l’espace

vectoriel normé (E =R, |.|), [0, 1[ n’est ni ouvert, ni fermé.

En effet, [0, 1] n’est pas un voisinage de 0 car pour tout r € R, |—r,7[¢ [0, 1] donc

[0,1] n’est pas un ouvert de F.

De méme [0,1] n’est pas un fermé de E car E\[0,1[=] — oo, 0[U[1, +oo[ n’est
pas un ouvert de £ car n’est pas un voisinage de 1 : en effet, pour tout r € R?,

L—r,1+7r[¢]—00,0[U[l,+o0].

3. Dans un espace vectoriel normé (E, || - ||), tout singleton {z} est un fermé de E.

En effet, E\{z} est un ouvert de F car pour tout y € E\{z},
B(y,lly - «l)) ¢ E\{z}

4. Dans un espace vectoriel normé (E, || - ||), toute partie finie est un fermé de E car

réunion d’un nombre fini de singletons.

Remarques

1. Une intersection quelconque d’ouverts d'un espace vectoriel normé (E, || - [|) n'est

pas nécessairement un ouvert de FE.

11
Par exemple dans (R, . |), pour tout n € N*, U,, = } -, = { est un ouvert de R or

n’'n
ﬂ Un = {0} n’est pas un ouvert de R car pour tout r € RY, |r,7[ ¢ {0}.
neN*
2. Une réunion quelconque de fermés d’un espace vectoriel normé (E, I| - H) n’est pas

nécessairement un fermé de FE.
1

Par exemple dans (R, |.]), pour tout n € N*, F,, = {—, 1} est un fermé de R or
n

U F, =]0,1] n’est pas un fermé de R.
neN*
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p
Proposition 8

Soient (E1 XX Ep |- ||oo) espace vectoriel produit de n espaces vectoriels normés

(Ela || . ||E1)7 000y (ETH || . ||En)

1. Soient Uy, ..., U,, n ouverts respectivement de Ey, ..., E,.

Alors Uy X -+ x U, est un ouvert de Fy X -+ X E,,.

2. Soient Fi, ..., F,, n fermés respectivement de F1, ..., E,.

Alors Fy X --- x F,, est un fermé de Ey X --- x E,,.

Démonstration

1. Soit © = (z1,...,2,) €Uy X -+ - X Up,.
On cherche r € RY tel que Bg(z,r) C Uy X -+ X Uy,
Comme les Uy, sont des ouverts de E, pour tout k € [1,n], il existe r, € R% tel
que B(zg, 1) C Ug.
Notons r = Min 7.
ke[l,n]
Via la proposition 5 (p. 42), on a
Bg(z,r) = Bg, (21,7)%---XBg, (vn,7) C Bg,(71,71) XX Bg, (Tn, %) C Urx---xUp
Donc Uy x --- x U, est un ouvert de Fy x --- X E,,.

2. Montrons que Eq X -+ X E,\F; X +-- x F,, est un ouvert de Eq X « -+ X E,.

Remarquons que
r=(x1,...,2p) EEL X X E\Fy XX F, < x¢F x---xF,
<~ dke[l,n], xx ¢ Fi
<~ 3Fke[l,n], zx € Ex\Fg
Donc

Ey X X E\Fy x - xF, = UUk
k=1

ou pour tout k € [1,n],

Uk:E1X~'~><Ek,1>< (Ek\Fk) XEk+1X"'XEn
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Or, via la premiere assertion de la proposition, chaque Uy est un ouvert de

Ey x -+ X E, dong, via le théoréme 3 (p. 50), By X -+ X E,\F1 X -+ x F}, est un

ouvert de By X --- X E,,.

Intérieur, adhérence et frontiere

Vs

Définition 15

Soient (E, | - ||) un espace vectoriel normé, A C E et a € A.

1. On dit que a est un point intérieur a A si A est un voisinage de a c¢’est-a-dire s’il
existe r € R% tel que B(a,r) C A.
L’ensemble des points intérieurs a A est appelé intérieur de A et noté A.

2. On dit que a est un point adhérent & A si tout voisinage de a rencontre A c’est-

a-dire si pour tout voisinage V de a, V N A # (.

L’ensemble des points adhérents a A est appelé adhérence de A et noté A.

3. On appelle frontiére de A, 'ensemble noté Fr(A) = Z\/cl)

ay est un point intérieur

et adhérent & A.

A
; 4 s a3 n’est ni un point
as est un point adhérent 3
4 A mais n’est pas un | eay — intérieur, ni un point
aze adhérent & A.

point intérieur a A.

Remarque

ac€A < VreRy Bla,r)NA#0.

En effet, supposons que a € A. Alors pour tout voisinage V de a, VN A # (. En
particulier, pour tout r € R%, B(a,r) est un voisinage de a donc B(a,r) N A # (.
Réciproquement supposons que pour tout r € R, B(a,r)NA # () et soit V un voisinage
de a. Alors il existe 7" € R% tel que B(a,r’) C V.

Or B(a,r")NA # 0. Soit x € B(a,7")NA. Alorsz € Aet x € B(a,r’) CV donc VNA # 0
d’oti a € A.
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Exemple

Dans I'espace vectoriel normé (R, | |), toute partie A non vide et majorée (respectivement
minorée) admet une borne supérieure (respectivement inférieure) a. Montrons dans le
cas d’une borne supérieure a (le raisonnement étant similaire dans le cas d’une borne
inférieure) que a € A.

Soit r € R% . Par définition de a, @ — r n’est pas un majorant de A donc il existe x € A

telquex >a—retx<a<a+r Doncla—ra+r[NA#()douac A

Remarque

Par définition de A, A C Aet AC A carsia € A etV est un voisinagede A, a € VN A
donc VN A # 0.
Ainsi AO CcAcCA

~

Proposition 9

Soient (£, || -||) un espace vectoriel normé et A C E. Alors

1. A est le plus grand ouvert de F inclus dans A.
2. Aouvert de £ < A = AO

E\A = E\A.
E\A=E\A.

A est le plus petit fermé de E contenant A.
A fermé de E «— A = A.

oo B e 88

Fr(A) est un fermé de E.

Démonstration

1. Montrons tout d’abord que /i est un ouvert de E.
Soit a € /i Montrons que /i est un voisinage de a.
Via la définition de fi, il existe r € RY tel que B(a,r) C A.
Donc B(a,r) C A. En effet, soit « € B(a,r). Via le théoréme 3 (p. 50), B(a,r) est
un ouvert de E donc il existe ' € R tel que B(x,r') C B(a,r) or B(a,7) C A
donc B(z,r") C A.
Ainsi z € /i
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Montrons & présent que /i est le plus grand ouvert de E inclus dans A.

Soit U un ouvert de F inclus dans A. Montrons que U C /i

Soit € U. Comme U est un ouvert de £, il existe r € R tel que B(z,r) C U.
Or U C A donc B(z,r) C Adouzx € A

2. Soit A un ouvert de E.
Le plus grand ouvert de F contenu dans A est A donc A = A.

Réciproquement si A = A, comme A est un ouvert de E, A est un ouvert de F.

3. Supposons x € E\A. Alors 2 ¢ A donc il existe un voisinage V de z tel que
VNA=0.Ainsi V C E\A et comme V est un voisinage de z, il existe 7 € R’ tel
que B(z,r) CV C E\A.

[e]

Donc E\ A est un voisinage de x donc x € m

Réciproquement, soit = € E\\A Alors il existe r € R tel que B(x,r) C E\A. Donc
B(z,r)NA=0douz¢ A donc x € E\A.

]

4. En appliquant l'assertion précédente & E\A, on a : E\(E\A) = E\(E\A) = A.

donc E\A = B\ (E\(E\A)) = E\A.

5. A est un fermé de E car, via I'assertion précédente, E\A = E\A est un ouvert

de E.

Montrons & présent que A est le plus petit fermé de E contenant A.
Soit F un fermé de E contenant A. Montrons que A C F.

Supposons que A ¢ F. Alors il existe z € A tel que ¢ F. Donc z € E\F. Or
E\F est un ouvert de £ donc il existe r € R tel que

B(z,r) C E\F (%)

D’autre part, comme z € A, en particulier B(z,r) N A # 0. Or A C F donc

B(z,r) N F # () d’ot une contradiction avec 'assertion (#x).

6. Soit A un fermé de E. Le plus petit fermé de E contenant A est A donc A = A.

Réciproquement, si A = A, via 'assertion précédente A est un fermé de E car A

est un fermé de E.
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7. Remarquons que X\E =AnN (E\/i)
Eneffet, v c A\A<=rcAetr¢d A=z AetzcFE\A

Donc, via la quatrieme assertion de cette proposition,
Fr(A)=A\A=An(E\A)=ANE\A

Ainsi, Fr(A), intersection de deux fermés de E, est un fermé de E.

p
Proposition 10

Soient (E, | -||) un espace vectoriel normé, A C E et B C E. Alors

Démonstration

1. Supposons A C B. Alors comme A C A, A C B.

Donc A est un ouvert de E inclus dans B. Or B est le plus grand ouvert de F

inclus dans B donc A C B.

2. Supposons A C B. Alors comme B C B, A C B.

Donc B est un fermé de E contenant A. Or A est le plus petit fermé de F contenant
Adonc A C B.
AO [e]
3. ANB C Aet ANB C B donc via la premiere assertion de la proposition, AN B C A
% o
et AN B C B donc

o
—

ANBCANB

D’autrepart,ECAetB?CBdoncAOﬂB?CAﬂB.
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Donc A N B est un ouvert de E inclus dans AN B. Or AN B est le plus grand

ouvert inclus dans A N B donc

o
=

ﬁmécAmB

Ainsi ANB = AN B.
4. A Cc AUB et B C AU B donc via la deuxieme assertion de la proposition,
A CAUB et B C AUB donc

AUB CcAUB

D’autre part, AC A et BC B donc AUB C A UB.
Donc AUB est un fermé contenant AUB or AU B est le plus petit fermé contenant

AU B donc

UB

|

A0B
Ainsi AUB = A UB.

5. ACAUBet BCAUBdonc AC AUB et BC AUB.
DoncAOUéCAUB.

6. ANBc Aet ANBCc Bdonc ANB C A et ANB C B.
Donc ANB c ANB.

Remarque
Les inclusions réciproques des cinquieme et sixiéme assertions de la proposition précé-

dente sont fausses comme l'illustrent les deux exemples ci-dessous.
Soient l'espace vectoriel normé (R, | - |), A= [-1,0], B =[0,1], C =]-1,0[ et D =]0,1].
Alors AU B =]-1,0[U]0,1] alors que AU B =]-1,1][.

D’autre part, C N D = [~1,0]N[0,1] = {0} alors que C N D = ().

Point adhérent et limite

Proposition 11

Soient (E, | - ||) un espace vectoriel normé, A C E et z € E.

Alors x € A ssi il existe une suite de A convergeant vers x.
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Démonstration

Soit 2 € A. Alors pour tout voisinage V de z, V N A # 0.

1
En particulier, pour tout n € N*, B <x, —) NA#0.
n

1
Ainsi, pour tout n € N*, il existe a, € B (:c, —) N A c’est-a-dire pour tout n € N*,
n

1
an € Aet lla, —z|| < = —— 0.
n n—+oo

On a donc construit une suite (ay,)nen+ de A convergeant vers .

Réciproquement, supposons qu'il existe une suite (a,) de A convergeant vers x. Montrons
que x € A.
Soit V' un voisinage de x. Alors il existe r € R tel que B(z,r) C V.

Comme (a,) converge vers z, il existe N € N tel que pour tout n € N
n>=N=|a, —z| <r

Donc ay € B(z,r) et ay € A donc ay € B(z,r) N A. Or B(z,r) C V donc ay € VN A
dou VNA#Q.
Ainsi x € A.

Théoréme 4 (Cantor *>3° (1884) 37:3¢)

Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et A C E.

Alors A est un fermé de E ssi toute suite de A convergeant dans E, converge dans A.

Démonstration

Supposons que A est un fermé de E. Alors A = A.

Soit (a,) une suite de A convergeant vers x € E. Alors, via la proposition précédente,
ze€A Or A=A donc z € A.

35. Ce résultat n’est pas connu sous le nom de théoréme de Cantor mais peut étre attribué a ce
mathématicien (cf. notes 37 et 38).

36. cf. notice biographique p. 369.

37. cf. p. 470 du numéro 6 de son article Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten, Mathe-
matische Annalen, 23, pp. 453-488.

38. Les notions de norme et d’espace vectoriel normé ne sont formalisées qu’en 1920 par Banach
(cf. note 13 p. 31 et notice biographique p. 83) et la topologie ne prend son essor qu’aprés la thése de
Fréchet (cf. notice biographique p. 96) de 1906 (cf. Sur quelques points du calcul fonctionnel, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, 22, pp. 1-74) et 'ouvrage d’Hausdorff de 1914 (cf. Grundziige der
Mengenlehre, Veit & Comp., Leipzig et notice biographique p. 72). Néanmoins Cantor, prés de 30 ans
auparavant, définit déja la notion fondamentale de fermé et montre son importance avec ce résultat.
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propriétés du —, 603—-607
Gudermann, 356
Gutzmer
notice biographique, 526

théoréme da & —, 525

H

Hadamard, 401
notice biographique, 508
produit de —, 507
théoréeme de —, 513
théoréeme du a —, 507
Hahn, 30
Halley (comeéte de —), 669
Hardy (notation de —), 216
harmonique (série —), 140, 147-148
Hausdorff, 36, 47, 49, 60, 120
notice biographique, 72
théorémes dus & —, 50, 71, 73
Heine, 75, 373
notice biographique, 100
théoréeme de, 100
théorémes dus a —, 371, 435
Helly, 30
Hermite, 231

hermitienne (forme sesquilinéaire —), 662

Hesse, 627
hessienne (matrice —), 627
Hettner, 373
Hilbert, 28, 195, 369, 391
espace de —, 120
notice biographique, 121
Holder
inégalité de, 113

notice biographique, 114, 600
Holmboe, 186, 433
homéomorphe, 98
homéomorphisme, 98
Hurwitz, 373

inégalité
de Bessel, 669
de Bouniakowsky, 28
de Cauchy-Schwarz, 28
de Holder, 113
de Minkowski, 30, 115
de Wirtinger, 679

des accroissements finis, 553, 618

triangulaire, 31, 35, 36, 551
intégrable (fonction —), 275
intégrale(s)

d’Euler, 311-315

d’une fonction vectorielle, 547

de Bertrand, 272

de Bertrand généralisées, 283

de Dirichlet, 316-322

de Fresnel, 325-334

de Gauss, 322-325

de Lejeune-Dirichlet, 316-322

définie dépendant d’un parametre, 293—-300

eulériennes, 311-315

impropre dépendant d’un parametre, 300-311
théorémes de Fubini sur les — doubles, 297, 306,

308

intégration

des relations de comparaison, 278-283

par parties dans les intégrales impropres, 269

intérieur, 55

point —, 55

J

Jacobi, 366
notice biographique, 594
jacobien, 593

jacobienne (matrice —), 593

K

Kantorovich

notice biographique, 401
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théoreme dia a —, 401

Koch (von), 211

Kolmogorov, 391, 401

Kronecker, 100, 114, 193, 233, 235, 526
notice biographique, 233
théoréeme da a —, 232

Kummer, 100, 114, 193, 623
notice biographique, 235
regle de —, 236

théoréme du & — et Dini, 234

L

Lagrange, 151, 186, 468, 594, 656
notice biographique, 636

théoréme du a —, 632
Landau, 701
Laplace, 151, 186

théoreme de — -Gauss, 322
Lebesgue, 83, 600

lemmes de Riemann- —, 670, 691

notice biographique, 442

théoréeme de convergence dominée de —, 441
théorémes de Riemann- —, 670, 691
Leibniz

notice biographique, 178
regle de —, 177

théoréme di & —, 295
Lejeune-Dirichlet, 51, 78, 153, 199, 233, 235, 285, 366,
656

condition de —, 664
espace de —, 664
intégrales de —, 316-322
notice biographique, 317
noyau de —, 690
théoréme de —, 690
théoréme du a —, 317
lemme(s)
d’Abel, 472
de Bernstein, 391
de condensation de Cauchy, 150
de Vescalier de Cauchy, 169
de Riemann-Lebesgue, 670, 691
lemniscate (de Bernoulli), 570
limite supérieure, 510
Liouville
notice biographique, 528
théoreme de —, 527
Lipschitz, 77, 114
notice biographique, 78

lipschitzienne, 77

Lissajous (courbe de —), 557

M

matrice
hessienne, 627

jacobienne, 593

maximum
global, 609
local, 608

Mertens

notice biographique, 193
théoréme de —, 192

métrique (espace —), 36

minimum
global, 609
local, 608

Minkowski, 600
inégalité de —, 30, 115
notice biographique, 116
Mittag-Leffler, 211

Monge, 656

notations de —, 631
Montel, 401
morceaux

continue par —, 652

de classe C'! par —, 685
Morgan (de), 214
moyenne
convergence en — de Cesaro, 699
convergence en — quadratique, 674
norme de la convergence en —, 33
norme de la convergence en — quadratique, 33

multilinéaire (application —), 87

N

Neumann (von), 120
notice biographique, 29

théorémes dus a —, 28, 30

Newton, 178
Nikodym, 83
normale (convergence — d’une série de fonctions), 427
normé
espace vectoriel —, 31

espace vectoriel — produit, 38
norme(s)

associée a un produit scalaire, 35
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de la convergence en moyenne, 33
de la convergence en moyenne quadratique, 33
de la convergence uniforme, 33
définition, 31
équivalentes, 42
euclidienne, 32
noyau
de Dirichlet, 690
de Fejér, 700
de Lejeune-Dirichlet, 690

O

Olivier (théoréme da a —), 224
Oresme, 147, 152
orthogonal (projecteur —), 667

ouvert(e)
boule —, 41
disque —, 471
disque — de convergence, 475
ensemble —, 49

P

paradoxe de Zénon, 139, 252
Parseval, 199, 676
égalité de —, 676
théoréme de —, 676
Picard, 527
plan (tangent), 607
point
adhérent, 55, 59, 61
col, 632
critique, 608
d’inflexion, 561
de rebroussement de deuxiéme espéce, 561
de rebroussement de premiére espece, 561
intérieur, 55
ordinaire, 561
régulier, 557
selle, 632
singulier, 557
stationnaire, 557
théoreme du — fixe de Banach, 124
Poisson, 594, 657, 676
Pélya, 381
polyndéme(s)
de Bernstein, 350, 386
trigonométrique, 394, 668

positive
forme bilinéaire symétrique —, 26
forme bilinéaire symétrique définie —, 26
forme sesquilinéaire hermitienne —, 662
forme sesquilinéaire hermitienne définie —, 662
préhilbertien
espace — complexe, 662

espace — réel, 27
primitive (d’une fonction vectorielle), 551
Pringsheim
notice biographique, 227
théoréeme du a —, 226
produit
d’espaces vectoriels normés, 38
de Cauchy de séries entieres, 484
de Cauchy de séries numériques, 188
de Hadamard, 507
scalaire sur un C-espace vectoriel, 662
scalaire sur un R-espace vectoriel, 26

projecteur (orthogonal), 667

Q

quadratique

convergence en moyenne —, 674

norme de la convergence en moyenne —, 33
Raabe

notice biographique, 173
regle de —, 172
regle de — -Duhamel, 174
regle de — et Duhamel généralisée, 220-224
Rademacher, 195
rayon de convergence, 473
régle(s)
d’Abel pour les intégrales impropres, 289
d’Abel pour les séries numériques, 185
de Cauchy pour les séries entiéres, 480
de Cauchy pour les séries numériques, 165
de d’Alembert pour les séries entieres, 479
de d’Alembert pour les séries numériques, 162
de Duhamel, 174
de Gauss, 205
de Kummer, 236
de Leibniz, 177
de Raabe, 172
de Raabe et Duhamel généralisée, 220-224
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de Raabe-Duhamel, 174
de Riemann, 156
de Riemann généralisée, 157
régularisée (d’une fonction), 664
reste (d’une série), 145, 421
Riemann, 51, 78
fonctions de —, 262
lemmes de — -Lebesgue, 670, 691
notice biographique, 153
regle de —, 156

regle de — généralisée, 157
séries de —, 152
somme de —, 549

théorémes de — -Lebesgue, 670, 691

Riesz, 30, 120
notice biographique, 600
théorémes de —, 129, 599

S

Schlémilch
notice biographique, 208
théoréeme du a —, 208

Schmidt, 701
Schrédinger, 193, 211
Schwarz, 235, 373, 434, 526, 701
inégalité de Cauchy- —, 28
notice biographique, 623
théoréme de —, 622
Seidel, 434
notice biographique, 366
théorémes dus a —, 365, 432
série(s)
a termes positifs, 148
alternée, 176
criteres de comparaison, 154, 486
de Bertrand, 158
de Bertrand généralisées, 214-220
de Riemann, 152
de Taylor, 494
définition, 143, 420
dérivée d’une série entiere, 487
géométrique, 140, 144
harmonique, 140, 147-148
primitive d’une série entiere, 488
reste d’une — numérique, 145
somme d’une — numérique, 145
trigonométrique, 651
sesquilinéaire (forme —), 662

simple

convergence — d’une série de fonctions, 421

convergence — d’une suite de fonctions, 352

sommation (des relations de comparaison), 182-185

somme(s)
d’une série, 145, 421
de Riemann, 549

exemples de calculs de — de séries, 199-205

partielles d’une série, 143, 420
sphere, 41
Steinhaus, 83
Stolz, 297
subdivision, 549, 652

réguliere, 549
suite

de Cauchy, 118

extraite, 89
supérieure (limite —), 510
support (d’un arc paramétré), 555
symétrique (forme bilinéaire —), 26
Szego, 381

T

tangent
plan —, 607
vecteur —, 605
Tarski, 83
Tauber

notice biographique, 519

théoréme de —, 518
Taylor, 468

formule de —, 468

séries de —, 469, 494

théoréemes de — -Young, 554, 627, 628

Tchebychev, 159
théoréme(s)
d’Abel, 472, 515
d’intégration terme a terme, 437
de Banach, 124
de Bernstein, 391
de Bessel, 669
de Bolzano-Weierstrass, 112
de Cauchy, 521
de Cauchy-Schwarz, 28
de Cesaro, 166
de Clairaut, 622
de condensation de Cauchy, 150

de convergence dominée de Lebesgue, 441

de d’Alembert-Gauss, 522
de Dini, 381, 383
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de Dirichlet, 690 di a Schlémilch, 208

de Duhamel, 174 da a Toeplitz, 193

de Fejér, 701, 704 dus & Abel, 185, 197, 289

de Fubini, 297, 306, 308 dus & Bertrand, 159, 272

de Gauss, 322 dus & Cauchy, 150, 165, 169, 170, 189, 267, 480,
de Hadamard, 513 484

de Heine, 100 dus & d’Alembert, 162, 479

de Holder, 113 dus & Euler, 202, 315

de Laplace-Gauss, 322 dus & Hausdorff, 50, 71, 73

de Lebesgue, 441 dus a Heine, 371, 435

de Leibniz, 177 dus & Seidel, 365, 432

de Lejeune-Dirichlet, 690 dus & von Neumann, 28, 30

de Liouville, 527 dus & Weierstrass, 372, 427, 436, 446
de Mertens, 192 fondamental de ’algebre, 522

de Minkowski, 30, 115 fondamental de ’analyse, 552

de Parseval, 676 Toeplitz

de Raabe, 172 notice biographique, 195

de représentation de Riesz, 599 théoreme da a —, 193

de Riemann-Lebesgue, 670, 691 trajectoire (d’un arc paramétré), 555

de Riesz, 129, 599 transformation d’Abel, 187

de Schwarz, 622 trigonométrique (polynéme —), 394, 668
de Tauber, 518 Tychonoff

de Taylor-Young, 554, 627, 628 notice biographique, 99

de Tychonoff, 98 théoreme de —, 98

de Weierstrass, 389, 395

de Wirtinger, 679 U

des accroissements finis, 617

du point fixe de Banach, 124 uniforme

dt & Abel et Dini, 228 continuité —, 75

di a Banach, 82 convergence — d’une série de fonctions, 422
da a Cantor, 60 convergence — d’une suite de fonctions, 356
da a Carleman, 211 norme de la convergence —, 33

da a Dedekind, 50

o
=3
o

Dini, 230 V

Dirichlet, 317

Du Bois-Reymond, 680
Ermakoff, 291

Fréchet, 95

Fresnel, 325

Gutzmer, 525
Hadamard, 507
Kantorovich, 401

o
=
o

o
=3
-

valeur d’adhérence, 90, 511

o
=
o

vecteur (tangent), 605

o
=
o

voisinage, 47

o
=3
o

Von Neumann, 120

o
=
o

notice biographique, 29

théorémes dus a —, 28, 30

a a
=N
2 1g

dia a Kronecker, 232

dia & Kummer, 236 W

dia & Kummer et Dini, 234

dt a Lagrange, 632 Weierstrass, 100, 114, 193, 227, 233, 235, 391, 426, 427,
dua a Leibniz, 295 434, 526, 623, 704

da a Lejeune-Dirichlet, 317 critere de —, 427

da a Olivier, 224 notice biographique, 373

da a Pringsheim, 226 théoréme de Bolzano- —, 112
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théorémes de —, 389, 395

théorémes dus a —, 372, 427, 436, 446
Wiener, 30
Wirtinger

inégalité de —, 679

notice biographique, 679

théoréme de —, 679

Y

Young
notice biographique, 629
théoremes de Taylor- —, 554, 627, 628

Z

Zénon (paradoxe de —), 139, 252
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