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Avant-propos

Cet ouvrage regroupe trente-six problemes de mathématiques, de niveau fin de L2 ou
Classes Préparatoires aux Grandes Ecoles, et est destiné aux éléves des CPGE et aux
étudiants préparant le CAPES de mathématiques. Depuis quelques années, la majorité
des épreuves écrites de ces concours a changé de forme et de philosophie. Les immenses
problemes dits a tiroirs laissent la place & une épreuve formée de deux problemes
distincts ou bien & un probléeme dont les parties sont largement indépendantes.

J’ai rédigé les énoncés dans cette optique, soit avec un unique et long probleme a mul-
tiples parties plus ou moins indépendantes, soit avec un probléme court correspondant
a une moitié d’une épreuve de quatre ou cinq heures formée de deux sujets distincts.
Les connaissances demandées sont strictement celles des L2-CPGE, et en aucun cas des
notions de 'année L3 de licence de mathématiques. C’est particulierement le cas des
théoréemes de continuité et de dérivation d’une intégrale dépendant d’un parametre.

Par ailleurs, les énoncés actuels sont plus détaillés, et les questions sont plus nombreuses
qu’auparavant, détaillant mieux les démarches a suivre. Cela ne veut pas dire que les
épreuves sont plus simples a priori, mais que I’évaluation change. Si un candidat ne sait
pas faire une question bien dirigée et courte, la sanction est immédiate et claire. Dans
le cas d'une question difficile, sans démarche indiquée, et longue, le correcteur avait
plus de loisir de prendre en compte quelques idées constructives, méme inachevées.

L’ouvrage contient douze sujets d’algébre, seize d’analyse, quatre de probabilités et
quatre de géométrie. Ces quatre derniers sont plutot destinés a la préparation au
CAPES. La table des matieres indique, pour chaque probleme, les mots-clés carac-
térisant le sujet et les méthodes de résolution. Ceci permet de savoir a priori dans quel
domaine on s’engage, en regardant le probléme. L’ordre des problemes n’a rien a voir
avec la difficulté du sujet, et chacun est suivi d’un corrigé détaillé. Deux des sujets de
probabilité sont en fait de ’analyse appliquée a des lois sophistiquées comme la loi de
Student, mais il est totalement inutile de savoir comment et quand sont utilisées ces
lois dans des tests statistiques compliqués. Les deux autres sont des dénombrements ou
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des probabilités classiques. Tous les problémes sont indépendants les uns des autres.

J’ai concgu ces différents sujets dans les quatre dernieres années, a ’'occasion des cours
que j’ai donné a la faculté des sciences d’Orsay en L2 et dans la préparation au CAPES,
ou nombre de sujets donnés en entrainement aux étudiants viennent des concours des
grandes écoles, grosso modo jusqu’au niveau de 1’Ecole Centrale.

Je dédie ce livre a Alice, Audrey, Emilie et tous les autres qui ont testé une partie de
ces sujets au cours de leurs études avec moi a Orsay. Plusieurs de ces problemes ont
été écrits au Chateau de Courcelles, en Picardie, dans le calme et la splendeur de ses
appartements qui m’ont inspiré, et je lui dédie aussi mon ouvrage.

Courcelles-sur-Vesle, Novembre 2015
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Chapitre 1

Algebre et arithmétique

1. Nombres algébriques réels

Notations et rappels

Définition. Un nombre réel a est appelé nombre algébrique quand il existe un
polydme non nul P & coefficients rationnels tel que P(a) = 0. On va étudier
I’ensemble A des nombres algébriques, qui est un sous-ensemble de R.

On rappelle que R est un espace vectoriel de dimension infinie sur Q : chaque fois que
l’on parle de I'espace vectoriel R et de sous-espace vectoriel, il s’agit cette structure
d’espace vectoriel sur Q. On ne cherchera pas a expliciter une base de cet espace
vectoriel.

Ensemble dénombrable. Un ensemble est dit infini quand il ne contient pas
un nombre fini d’éléments.

On rappelle qu'un ensemble infini £ est dénombrable quand il existe une bijection de N
sur E. Cela signifie que 'on peut numéroter les éléments de E avec les entiers naturels,
sous la forme ey, eq, -, €, -

Hormis N lui-méme, on admettra que Z , N? et QP (p > 1 entier naturel) sont dénom-
brables. On rappelle aussi que R n’est pas dénombrable.
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On admettra aussi les deux conditions nécessaires et suffisantes suivantes, permettant
de montrer qu’'un ensemble infini £ est dénombrable :

e F est dénombrable si et seulement si il existe un ensemble D dont on sait a priori
qu’il est dénombrable, et une injection de F dans D.

e F est dénombrable si et seulement si il existe un ensemble D dont on sait a priori
qu’il est dénombrable, et une surjection de D sur F.

Pour utiliser I'une ou ’autre de ces conditions, on pourra prendre pour D soit N , soit
NP, soit Z , soit QP comme rappelé.

On admettra aussi le théoreme suivant, facile & démontrer :

Soit Fy, FEa,---, E,,--- une famille dénombrable d’ensembles, chaque ensemble étant
oo

fini ou dénombrable. Alors la réunion U FE,, est encore un ensemble dénombrable.
n=1

Structures algébriques. On rappelle qu'un groupe additif est un ensemble G
muni d’une addition commutative et associative, possédant un élément neutre 0
tel que 0 + x = = pour tout z € G, et que tout élément x € G admet un opposé
noté —zx vérifiant « + (—z) = 0. Z, Q, R et Q[X] (les polynémes a coefficients
rationnels) sont des groupes additifs.

Pour montrer que’une partie non vide H de G est un sous-groupe additif, il suffit de
montrer que pour tous x,y € H, alors la différence x — y est encore dans H.

Un anneau commutatif unitaire E est un ensemble muni de deux opérations «-+»
et «.» (la multiplication). L’addition donne & F une structure de groupe additif. La
multiplication est commutative, associative, vérifie 1.z = x pour tout = € E, et x.(y +
z) = 2.y + x.z pour tous z,y, z € E (distributivité). Z, Q, R et Q[X] (les polynomes a
coefficients rationnels) sont des anneaux commutatifs unitaires.

Pour montrer qu’une partie non vide H d’un anneau E est un sous-anneau unitaire de
E, il suffit de montrer que 1 € H, et que pour tous x,y € H la différence z — y et le
produit x.y sont encore dans H.

Corps commutatif. Un corps commutatif est un anneau commutatif unitaire
dans lequel tout élément non nul z admet un inverse pour la multiplication, a
savoir un élément 2~ (noté souvent ) tel que z.z~* = 1. Q et R sont des corps
commutatifs.
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Polynéme unitaire. Un polynéme de degré n > 0 est dit unitaire quand le
coefficient de X" est égal a 1.

Partie A

» A.1l.a Montrer que tout rationnel est un nombre algébrique.

» A.1.b Donner un exemple de nombre irrationnel trés simple, et qui est un nombre
algébrique.

» A.2 Montrer que z = v/2 + /3 est un nombre algébrique.

» A.3 Montrer qu'un réel « est algébrique si et seulement si il existe un polynome Q
a coefficients dans Z tel que Q(«) = 0.

» A.4 Montrer que si a € A, alors pour tout rationnel A le nombre A« est encore
algébrique.

» A.5 Montrer que si « est algébrique, alors pour tout rationnel A, le nombre o + A
est algébrique.

Partie B

Soit a ¢ Q un nombre algébrique fixé. En particulier, o est non nul. On note H,
I’ensemble des polynémes P a coefficients rationnels vérifiant P(«) = 0.

» B.1.a Montrer que H, est un groupe additif : on montrera que ¢’est un sous-groupe

de Q[X].

» B.1.b Montrer que pour tout élément P € H, et pour tout polynéme @ & coeffi-
cients rationnels (& savoir @ € Q[X]), le produit P.Q est encore dans H,,.

» B.1l.c H, est-il un sous-anneau unitaire de Q[X] ?

» B.1.d H, est-il un espace vectoriel sur Q?

On appelle w le polynéme unitaire de degré minimum appartenant a H,. On notera
n > 1 son degré. Il s’agit donc, parmi les polynémes non nuls et de plus petit degré
appartenant a H,, de celui dont le coefficient directeur est égal a 1. Il est bien unique.

» B.2.a Montrer, & l'aide d’une division euclidienne, que tout élément de H, est
divisible par w.
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» B.2.b Peut-on avoirn =17
» B.3 Montrer que w est irréductible sur Q.

» B.4 Montrer que, dans R considéré comme espace vectoriel sur Q, la famille
{L,a,--,a" '} est une famille libre.

On note A, le sous-espace vectoriel (sur Q) de R engendré par cette famille. Il est donc
de dimension n.

» B.5.a Montrer qu’un élément z de A,, s’écrit de fagon unique sous la forme z = K ()
ou K € Q[X] est un polynéme de degré inférieur strictement & n.

» B.5.b Soit Q € Q[X] un polynéme quelconque. Montrer que Q(a) appartient a
A,. On pourra introduire une division euclidienne de polynémes. Que peut-on dire en
particulier de o™, ot m € N?

» B.5.c.i Montrer que le produit de deux éléments de A, est encore un élément
de A,.

» B.5.c.ii Soit z € A, quelconque. Que peut-on dire de 2™, pour tout entier natu-
rel m?

» B.6 Quelle est la structure algébrique de A, ?

» B.7 Soit z un élément quelconque de A,.

» B.7.a Que peut-on dire de la famille {1, z,22,---, 2"} dans I'espace vectoriel A, ?
» B.7.b Montrer que z est un nombre algébrique.

» B.7.c En déduire les inclusions Q C A, C A.

» B.8 Soit z = P() un élément non nul de A,, ou 1 < degré(P) <n — 1.

» B.8.a Montrer que P est premier avec w. On utilisera la question B.3.

» B.8.b En déduire qu'il existe un polyndéme U € Q[X] tel que P(a)U(a) = 1. Que
peut-on en déduire pour z 7

» B.9 Quelle est la structure algébrique de A, ?
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Partie C

Soit « et B deux nombres algébriques non nuls. On va montrer que « + 3 et o sont
encore des nombres algébriques. D’apres la partie A, on peut se contenter de regarder
le cas ou « et 3 sont irrationnels tous les deux.

On notera n et m les dimensions de A, et Ag : on a donc n > 2 et m > 2 d’apres
I’hypothese que I'on vient de faire.

On note C = {3/, 0 <i <n—1,0<j<m-—1} et Ac le sous-espace vectoriel
(toujours sur le corps Q des rationnels) de R engendré par C.

» C.1 Quelle est la dimension maximale de Ac ?
» C.2 Montrer que pour tous entiers naturels r et s, le nombre o 3% appartient & Ac.
» C.3 Montrer que pour tout entier naturel u, le nombre (o + 8)* appartient & Ac.

» C.4 En déduire que o + 3 appartient & A. On pourra s’inspirer de la méthode de
la question B.7.

» C.5.a Montrer que A est un groupe additif.
» C.5.b Montrer que A est un espace vectoriel sur Q.

» C.6.a Montrer que le produit a8 est dans A. On pourra s’inspirer de la méthode
de la question 8 de la partie B.

» C.6.b Que peut-on dire actuellement de la structure algébrique de l’ensemble A
des nombres algébriques ?

» C.7.a Montrer que I'inverse de tout nombre algébrique non nul est encore un nombre
algébrique. On pourra utiliser la fin de la partie B ou bien faire une démonstration
directe en introduisant le polynéome w de degré minimal défini en partie B.

» C.7.b Montrer que A est un corps.

Partie D

» D.l.a Soit n > 1 un entier naturel. Montrer que I’ensemble Q,,[X] des polynomes
a coeflicients rationnels et de degré inférieur ou égal & n est dénombrable.

» D.1.b En déduire que Q[X] est dénombrable. On utilisera le théoréme donné en
introduction.

Il résulte de ceci que 'on peut numéroter les polyndémes a coefficients rationnels sous la
forme Py, Py,---, P,,---. A chaque polynéme P, de cette suite, on associe ’ensemble
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Z, de ses racines réelles. Chaque Z,, est donc une partie finie de R, éventuellement
vide.

» D.2.a Exprimer 'ensemble A & l'aide de la famille 71, Zs, -+, Z,,- -
» D.2.b Montrer que I’ensemble A des nombres algébriques est dénombrable.

» D.3 Sachant que R n’est pas dénombrable, que peut-on en déduire pour I’ensemble
des réels qui ne sont pas des nombres algébriques 7

Partie E

On va étudier quelques parties denses dans R. Plus précisément, on montrera que pour
chaque a nombre algébrique irrationnel, une certaine partie de A, est dense dans R.
Le fait que A et chaque A, en entier soit dense dans R n’a aucun intérét, puisque ces
parties contiennent toutes QQ, dont on sait qu’il est dense. Les deux premieres questions
démontrent un résultat général, n’ayant rien a voir avec les nombres algébriques.

Pour les questions 1 et 2, on se donne un sous-groupe additif G de R, non réduit a
{0}. On appelle G 'ensemble des éléments strictement positifs de G, et m la borne
inférieure de G. On sait que m existe car G est non vide et minoré. Comme 0 est
un minorant de G, on sait que m > 0.

» E.1 Dans cette question, on suppose m strictement positive.
» E.1.a On suppose que m ¢ G.

» E.1.a.i Montrer que tout intervalle ouvert Jm, m+ h[ contient au moins un élément
de GT.

» E.l1.a.ii Montrer que l'intervalle ouvert Jm,2m[ contient au moins deux éléments
de Gt.

» E.l.a.iii En déduire qu’il existe au moins un élément de G dans ]0, m[. Conclure
a 'impossibilité.

» E.1.b Montrer que pour tout entier naturel k, le réel km appartient & G, et qu’il
n’y a aucun élément de G dans intervalle |km, (k + 1)m].

» E.1.c En déduire que G = mZ, I’ensemble des multiples entiers de m.
» E.2 On se place maintenant dans le cas o m = 0.
» E.2.a Montrer que tout intervalle |0, h[ contient au moins un point de G*.

» E.2.b Montrer que tout intervalle |a, b[, avec 0 < a < b, contient au moins un point
de GT. On pourra introduire un élément = de G vérifiant 0 < z < b — a, et la suite de
ses multiples x, 2z, 3x, - - -.
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» E.2.c Que peut-on en conclure pour G dans R?

Soit maintenant oz un nombre algébrique irrationnel. On appelle G ’ensemble des réels
de la forme p + ga lorsque p et q décrivent Z.

» E.3.a Montrer que G est un sous-groupe additif de A, (qui est défini en partie B).
» E.3.b Montrer qu'il est impossible que m = inf Gt soit strictement positive.
» E.3.c En déduire que G est dense dans R.

» E.4 Montrer, par exemple, que tout réel est limite d’une suite de nombres de la
forme p,, + ¢,v/7 ot (p,) et (g,) sont deux suites d’entiers relatifs.

» E.5 Le résultat de la question 3.c reste-t-il vrai avec G = {3p+2qa, p€ Z, ¢ € Z}?

Corrigeé

Partie A

» A.l.a Lerationnel x = p/q est racine du polynéme X —p/q a coefficients rationnels,
et il est algébrique.

» A.1.b L’irrationnel v/2 est racine du polynéme X2 — 2, qui est & coefficients ra-
tionnels. C’est un nombre algébrique.

» A.2 Onaz—+2=+/3, ce qui implique (z — \/5)2 = 3, soit 22v2 = 22 — 1 et
822 = (22 — 1)%. On a un polynéme de degré 4 a coefficients rationnels dont x est
solution. C’est bien un nombre algébrique.

» A.3 Tout polyndome & coefficients entiers est un polynéme & coefficients rationnels.
Tout réel o qui est racine d’'un polyndéme a coefficients entiers est donc racine d’un
polynéme a coefficients rationnels, et est ainsi un nombre algébrique.

Il faut maintenant montrer que si « est racine d’un polynéme a coefficients rationnels
P(X) = ZﬁX” 4+ p—lXJr p—o, alors il est racine d’un polynome & coefficients entiers.
q

n q1 q0
En appelant m le PPCM des dénominateurs ¢y, - - -, q1, go, le polynéme Q(X) = mP(X)
est a coeflicients entiers et o en est racine.

» A4 Soit « racine de P(X) = Proyn o 4 PLxy + PO 16 nombre Aa est racine
4n a1 qo0
du polynéme Q(X) = P(X/\) qui reste a coefficients rationnels.

» A.5 Soit a racine de P(X) = Pognp o 41 B x 1 20 16 nombre A+« est racine
an a1 do
du polynéme Q(X) = P(X — \) qui reste & coefficients rationnels. En effet, la formule
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du bindéme de Newton permettant de développer (X — A)P, pour tout entier naturel p,

p
k

ne fait intervenir que les ( ) qui sont des entiers naturels, et les puissances de A qui

sont des rationnels.

Partie B

» B.1.a Si P et @ sont dans H,, alors (P —Q)(a) = P(a) —Q(a) =0—0 =0, ce qui
montre que P — Q € H,. Cette propriété traduit que H, est un sous-groupe additif de
Q[X].

» B.1.b Ona (P.Q)(«) = P(a) x Q(c), par définition du produit de deux polynémes.
Comme P(a) = 0, on a (P.Q)(a) = 0, ce qui prouve que le produit P.Q) est encore
dans H,. Ceci est vrai quel que soit le polynéme @ a coefficients rationnels.

» B.1.c On vient de voir que H, est un groupe additif. La question 1.b montre,
comme cas particulier, que le produit de deux éléments de H,, est encore dans H,.
Malheureusement, le polynéme P(X) = 1, élément neutre pour la multiplication des
polyndmes, n’est pas dans H,, puisque P(a) = 1 ne vaut pas 0. Nous n’avons pas un
anneau unitaire !

» B.1.d Pour tout rationnel X et tout P € H,, le polynome AP, qui reste & coefficients
rationnels, admet a pour racine, et il est donc encore dans H,. Sachant que H, est
un groupe additif, ceci montre que pour tous rationnels A, u, et pour tous P,Q € H,,
alors le polynome AP + u@) est encore dans H,,.

Ceci montre que H,, est un sous-espace vectoriel de Q[X].

» B.2.a Soit P un élément quelconque de H,. Ecrivons la division euclidienne de P
par w
P=Qw+ R avec degré(R) < degré(w)
(ce qui inclut le cas R = 0, puisque le degré du polynéme nul est —o0).
On a
0= P(a) = Q(a)w(a) + R(a) = 0+ R(a)
ce qui montre que R(a) = 0, et donc que R est dans H,. Nous avons ainsi dans H,

un polynoéme dont le degré est strictement inférieur a celui de w. C’est impossible, par
définition de w, sauf si R = 0.

Le polynéme @ est donc divisible par w. L’ensemble H,, est égal & w(X)Q[X], a savoir
I’ensemble des polyndémes a coefficients rationnels multiples du polynéme w.

Le fait d’avoir pris w unitaire ne joue aucun role, si ce n'est d’assurer 'unicité de ce

polynome.

» B.2.b Dire que w est de degré 1 signifie que w(X) = X — r, ol r est un rationnel.
La relation w(a)) = 0 s’écrit o — r = 0, ce qui équivaut a dire que « est un rationnel.
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» B.3 Supposons par ’absurde que w ne soit pas irréductible, et s’écrive donc w(X) =
A(X).B(X) ol A et B sont deux polynémes non constants & coefficients rationnels. Ils
sont donc tous les deux de degrés strictement inférieurs au degré n de w.

La relation w(a) = 0 s’écrit A(a)B(a) = 0, ce qui signifie que (par exemple) A(a) = 0.
Le polynéme A appartient ainsi a H,, tout en étant non nul et de degré strictement
inférieur a celui de w.

Ceci est contradictoire avec la définition de w, et impossible.

» B.4 Partons d’une combinaison linéaire nulle A\g+ o+ - +A—10™ 1 =0, ot les \;
sont tous des rationnels. Cela signifie que le réel « est racine du polynoéme a coefficients
rationnels P(X) = Ag+ A X +-- A+ X1 X" L, qui est de degré strictement inférieur
au degré n de w.

Par définition de w, ce polyndéme est le polynéme nul : tous ces coefficients sont égaux
a0.0nalX =---=A,—1 =0, ce qui signifie que la famille est libre.

Le sous-espace vectoriel A, est exactement de dimension n, puisqu’il est engendré par
une famille libre de n vecteurs.

» B.5.a Par définition de la combinaison linéaire, z est de la forme

z = ko +k10&+ +kn_101n71

ou les k; sont des rationnels. Comme la famille est libre, cette écriture est unique.

En posant K (X) = ko+k1 X +---+k,_1 X"} nous avons z = K (a), et cette écriture
est unique.

» B.5.b Effectuons la division euclidienne du polynéme @ par le polynéme w :
QX) = w(X)H(X) + R(X)

avec donc R = 0 ou bien degré(R) < n—1, a savoir R(X) =rg+r X +---+7r, 1 X"}
ou les r; sont des rationnels.

On a Q(a) = w(a)H(a) + R(a) = R(«), puisque w(a) = 0. On a donc R(a) =
ro + T+ -+ rp_1a™ 1, qui est un élément de A,.

Le cas particulier Q(X) = X™ nous dit que o™ est dans A,.

» B.5.c.i Tout élément de A, est donc un polyndme & coefficients réels en a.

Le produit de deux éléments P;(«) et Py(a) de Ag, a savoir (P;.Py)(«), est encore un
polyndéme & coefficients rationnels en « : c’est encore un élément de A, .

» B.5.c.ii La question précédente nous dit que 22> = z.z est encore dans A,. Une

récurrence, utilisant 2™ = z.2™~! permet de montrer aisément que 2™ € A, pour tout
entier naturel m.

» B.6 Puisque A, est un espace vectoriel, c’est en particulier un groupe additif. Nous
venons juste de montrer qu’il est stable par multiplication.
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Par ailleurs, le rationnel 1, élément neutre de la multiplication de ’anneau R, appartient
(par construction) & A,,. Nous avons ainsi les propriétés permettant d’affirmer que A,
est un sous anneau unitaire de R. C’est donc un anneau unitaire.

» B.7.2 Nous avons une famille de n + 1 éléments de ’espace vectoriel A, qui est de
dimension n. C’est automatiquement une famille liée.

» B.7.b 1l existe donc n + 1 rationnels rg, 1, - -, 7, non tous nuls tels que
ro+riz+ret 42" =0

En posant K(X) =rg+mrX + - -+, X", nous avons K(z) = 0. Cela signifie que z
est un nombre algébrique.

» B.7.c Nous venons de montrer que tout élément de A, est un nombre algébrique.
Tout rationnel p/q est de la forme P(«) avec P(X) = p/q polyndme constant, et est
donc un élément de A,. On a bien les deux inclusions demandées.

» B.8.a C’est un résultat trés général, sans rapport avec le probléeme actuel. Un
polyndéme non constant P qui n’est pas premier avec un polyndéme irréductible w est
nécessairement divisible par w, puisque w n’admet pour diviseur que les constantes et
lui-méme.

Mais comme le degré de P est strictement inférieur a celui de w, ceci n’est pas possible.

» B.8.b L’identité de Bézout dans Q[X] nous dit qu’il existe deux polyndmes U,V a
coefficients rationnels tels que

P(X)U(X) +w(X)V(X) = 1

En prenant les fonctions polynémes associées (de R dans R), en se plagant au réel «,
il vient
P(a)U(a) 4+ w(@)V(a) =1 soit P(a)U(a)=1

1

Le nombre algébrique z = P(«) a pour inverse — = U(«), qui est bien un élément de
z

Ag.

» B.9 Dans A,, tout élément P(«) avec degré(P) > 1 est inversible pour la multi-
plication : I'inverse est le réel U(a).

& Pour degré(P) = 0, nous avons les constantes, & savoir les rationnels p/q, dont
linverse ¢/p est évidemment encore dans A,,.

Tout élément non nul de A, est donc inversible dans A, ce qui signifie que A, est un
corps, qui contient Q.
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Partie C

» C.1 La famille C' compte a priori n X m éléments. Elle engendre un sous-espace
vectoriel de R de dimension maximale nm. Rappelons que tous nos espaces vectoriels
sont sur Q.

» C.2 D’apres la partie B, pour tout entier r, le réel a” est une combinaison linéaire
a coeflicients rationnels " = Ao, + Aj ;o + -+ + )\n,lﬁroz"_l et pour tout entier s, le
réel 3° est une combinaison linéaire a coefficients rationnels 8° = pos + p1,s8 + - +
pm—1,s3™"1. Le produit

O‘rﬂs = (/\O,r + >\1,r04 + -+ /\n—l,ranil)(NO,s + Nl,s/B +- ,Um—l,sﬂmil)

est bien une combinaison linéaire a coefficients rationnels des éléments de C' : ¢’est un
élément de Ac.

» C.3 La formule du bindome de Newton permet de développer

Ny (Z) ot gt

k=0

qui est une combinaison linéaire & coefficients rationnels d’éléments de A¢. C’est donc
un élément de Acg.

» C.4 L’espace vectoriel Ag est au maximum de dimension n x m. La famille

{La+8,(a+B) -, (a+B)""}

qui est formée de nm + 1 éléments de Ao est obligatoirement une famille liée. Il existe
des rationnels non tous nuls rq,rq, - -, Tmm tels que

7’0+T’1(OL+5)+"'+rnm,(a+ﬂ)nm:O

Le réel a+ ( est racine du polyndéme rg+r1 X +- - - +7,, X a coeflicients rationnels :
c’est un nombre algébrique.

» C.5.2 Montrons simplement que A est un sous-groupe additif de R. Prenons deux
éléments quelconques « et 5 dans A. La partie A a montré que —f est encore dans A.
La question précédente montre que la somme « 4+ (—f) = a — [ est encore dans A.
Nous vérifions ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que A soit un sous-groupe
de R.

» C.5.b Nous avons vu en partie A que le produit d’un nombre algébrique par un
rationnel est un nombre algébrique. Nous venons de montrer que la somme de deux
nombres algébriques l’est aussi. Pour tous rationnels A et u, pour tous nombres algé-
briques a, 3, le réel Ao + uf est donc encore un nombre algébrique. Cette propriété
montre que A est un sous-espace vectoriel de R, considéré comme espace vectoriel

sur Q.
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» C.6.a La deuxi¢me question de cette partie C montre que les réels

1,0{6, (05,8)2, Tty (a/ﬁ)nm

sont des éléments de Ac. Cette famille de nm + 1 éléments de Ao est de nouveau une
famille liée, et il existe des rationnels pg, p1,- - -, Prnsm nON tous nuls tels que

po+pi(af) + -+ pum(aB)"™ =0

De nouveau, le produit a8 est un nombre algébrique, comme racine du polynéme non
nul pg + p1 X + -+ + P X™™ & coeflicients rationnels.

» C.6.b TL’ensemble A a déja une structure de groupe additif. Il contient le rationnel
1, élément neutre de la multiplication. Le produit de deux éléments de A reste dans A :
est donc un sous-anneau unitaire de R.

» C.7.a Soit a non nul dans A. Faisons une démonstration directe.
e Soit w(X)=rg+r X+ -+ X" le polynéme unitaire de degré minimal associé
a a.
e On adonc a x (ry +rea+ -+ +a" 1) = —r.
e On a nécessairement 19 # 0. Sinon, on aurait 71 + rea + --- + a1 = 0. 1
existerait ainsi un polynéme K non nul de degré strictement inférieur au degré
de w, et vérifiant K («) = 0. Ceci est impossible, vu la définition de w.
T+ oo+ + a7t
To

1
e On peut donc écrire — = , qui est un élément de A, et
Q

donc de A.

Ce résultat a été montré en fin de partie B : A, est un corps. L’élément a qui en
fait partie a donc son inverse 1/« qui est dans A,. C’est en particulier un nombre
algébrique, et il est dans A.

» C.7.b A est un anneau, et tout élément non nul a un inverse dans A. On a un
corps.

Partie D

» D.1.a L’ensemble Q,[X] est en bijection avec Q"1 via I'application rg + r1 X +
s X s (1,71, -, 7). Comme QL est dénombrable, et il en va de méme de
Q,[X] d’apres I'introduction.

» D.1.b Q[X] est la réunion des Q,[X] lorsque n décrit N. On a une réunion dénom-
brable d’ensembles dénombrables, ce qui est encore un ensemble dénombrable, d’apres
le théoréme cité en introduction.
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36 problemes corrigés

Ces problémes, dont ’énoncé varie entre 2 et 5 pages, sont rédigés dans optique
actuelle des sujets donnés aux différents concours, avec un découpage en plusieurs
parties et des questions plus détaillées et plus précises. Les rapports entre les
différentes parties sont clairementindiqués. Ils s’adressent aussi bien aux étudiants
en fin de L2 désirant vérifier et consolider leurs connaissances avant de continuer
dans un L3 de Mathématiques qu’aux éléves des CPGE et aux candidats au CAPES
de Mathématiques, les programmes étant tous identiques.

Chaque probléme est précédé des rappels nécessaires, en particulier quand sont
utilisés des définitions ou des théorémes présentant plusieurs énoncés possibles
suivant le niveau considéré. Aucun résultat de niveau L3 n’est nécessaire.

Louvrage comporte quatre chapitres — algébre, analyse, probabilités et géométrie —,
le dernier étant plutdt destiné aux étudiants préparant le CAPES. Ils sont
indépendants les uns des autres et présentés dans un ordre qui n’est pas lié a leur
difficulté. Les mots-clés de la table des matiéres donnent en un coup d’ceil le cadre
du sujet de chacun.

Les solutions sont complétes et trés détaillées, et certaines contiennent des
algorithmes pour une mise en ceuvre avec un logiciel de calcul formel.
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